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Bemerkungen zur Newtonschen Kosmologie. I*.

Von
0. HEckMANN und E. SCHUCKING.

Mit 3 Textabbildungen in 8 Einzeldarstellungen.
( Eingegangen am 2. August 1955.)

1. Im Rabmen der NEwToNschen Mechanik und Gravitationslehre werden un-
endlich ausgedehnte homogene Verteilungen von inkohirenter Materie (Substrat)
bei beliebigen linearen Stromungsfeldern v; = a;3(t) 2z untersucht. Die allgemeine
Losungstheorie wird in den Gleichungen (1.28), (1.29) und (1.30) gegeben.

2. Jeder im Substrat mitschwimmende Beobachter kann die NEwToNsche Me-
chanik unbeschrankt anwenden, obwohl irgendzwei von ihnen relativ zueinander
beschleunigt sind.

3. Zwei spezielle Losungen des in 1. aufgerollten allgemeinen Problems werden
niher untersucht:

a) eine statische bei Vorhandensein einer allgemeinen Rotation des Substrats.
Diese steht in Analogie zu der GOpELschen Lisung der Allgemeinen Relativitits-
theorie;

b) ein Weltmodell, bei welchem eine allgemeine Rotation einer isotropen Ex-
pansion iiberlagert ist. — Dieser Fall ist wichtig, weil er im Gegensatz zu den bisher
bekannt gewordenen Weltmodellen der NEwToNschen und der relativistischen
Kosmologie eine unendliche Konzentration der Materie nicht mehr erlaubt.

Einleitung.

Im Jahre 1949 wurde von K. GODEL [2] ein allgemein-relativistisches
statisches Weltmodell angegeben, in welchem das homogene Substrat
relativ zum Trigheitskompall gleichformig rotiert. Die enge Analogie
zwischen den FriEpMaNNschen Weltmodellen der Allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie und den von MiLNE und McCrea [5] angegebenen homo-
gen-isotropen Modellen der NEwTonNschen Kosmologie lieB vermuten,
dafl sich auch ein NEwToNsches Analogon des G6pELschen Modells
angeben la0t.

Die folgende Mitteilung gibt Ergebnisse, die diese Vermutung be-
statigen. Dariiber hinaus wird ein im Rahmen der NEwToNschen
Kosmologie konstruiertes Weltmodell angegeben, in dem die homogen
verteilte Materie rotiert bei gleichzeitiger isotroper Expansion. Das
Analogon zu dieser in der NEwTONschen Theorie sehr natiirlichen und
im Hinblick auf die Kosmologie sehr erwiinschten Verallgemeinerung
ist im Rahmen der Allgemeinen Relativitdtstheorie bisher nicht bekannt
geworden.

- * Mitteilungen der Hamburger Sternwarte in Bergedorf, Bd. 23, Nr. 251.
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In dieser Arbeit diskutieren wir ferner einige neuerdings aufgetauchte
Unklarheiten, die die Interpretation der NEwronschen Kosmologie be-
treffen [1, 4, 6]. In der Beantwortung der Frage, inwieweit die NEWTON-
sche Kosmologie einen legitimen Platz in der klassischen Mechanik ein-
nimmt, kommen wir zum Ergebnis, daB es zweckmiBig ist, gewisse
iibliche — aber nicht notwendige — Interpretationen der klassischen
Mechanik zu verlassen und zu solchen iiberzugehen, die der Allgemeinen
Relativitdtstheorie nahekommen.

Bezeichnungen.

In der NEwtoNschen Kosmologie werden nur cartesische Koordi-
natensysteme verwendet. Lateinische Indizes zur Bezeichnung von
Tensorkomponenten laufen von 1 bis 3. Uber doppelt auftretende In-
dizes ist stets zu summieren. §;, ist das Kroneckersymbol. Partielle
Differentiation wird durch einen unten rechts beigefiigten Strich mit
nachfolgendem Index bezeichnet. Fiir die Zeit wird der Index ,,0°

verwandt, also

2 vi(x;, 1) ' o vi(xy,1)

ot ¢ Yilr = 9 xy, :

Mit o bezeichnen wir die Materiedichte, mit P den isotropen Druck,
mit v; den Geschwindigkeitsvektor des Stromungsfeldes, mit @ das
Gravitationspotential, mit G die NEwronsche Gravitationskonstante
und mit 4 das kosmologische Glied. Wenn spéter Funktionen, die nur
von der Zeit abhéngen, auftauchen, so wird ihre Ableitung durch einen

Punkt (z. B. g) bezeichnet.

Vijo =

§1.
Die Grundgleichungen der NEwronschen Kosmologie lassen sich
folgendermaflen gewinnen: J sei ein Intertialsystem. In ihm gelten fiir
das als ideale Flussigkeit gedachte Substrat die Gleichungen

010+ (0 V%)= 0, (1.1)
1
vﬁ[o‘f’”k”i[k:_’@[i_?PIi: (1.2)

Gl. (1.1) ist die Kontinuitdtsgleichung. (1.2) setzt die links stehende
Beschleunigung eines Substratelementes der rechts stehenden durch die
Materiedichte dividierten Volumkraftdichte gleich. In dieser Gleichung
ist die Proportionalitdt von triger und schwerer Masse beriicksichtigt.
Infolge der Division durch g haben wir ein fiir allemal die Betrachtung
leerer Welten ausgeschlossen. Es konnte sich lohnen, insbesondere in
der Nihe von Zustinden hoher Dichte, die Gl. (1.2) durch Reibungs-
glieder zu ergénzen, was hier aber absichtlich unterlassen wurde. (1.3)
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ist die durch das kosmologische Glied modifizierte Poissonsche Glei-
chung. Die Gl (1.1), (1.2) und (1.3) haben streng differentiellen und
lokalen Charakter. _

Uns interessieren hier Losungen des Systems (1.1), (1.2), (1.3), die
durch die folgenden Forderungen

vy = @ (8) 2 + b, (t) ) (1.4)
0=ol),  P=P (15)

eingeschriankt sind. b, ist der Geschwindigkeitsvektor des jeweils im
Koordinatenursprung befindlichen Substratelements. Die Forderung
b;= 0 wiirde bedeuten, dal ein Substratelement — nidmlich das im
Ursprung liegende — ein Intertialsystem mitfiihrt. Wir setzen also
nicht voraus, daf ein mitschwimmender Beobachter ein Trigheits-
system besitzt. Fir das Potential fordern wir keine einschrinkenden
Bedingungen.
Setzt man (1.4) und (1.5) in (1.1) bis (1.3) ein, erhilt am

é"“akk’Q:O, (16)
(@ + @5 @33) T + by + Qi by = — Py, (1.7)
——dii—aijaji+A=4nGQ. . (18)

Dabei wurde (1.2) in (1.3) eingesetzt. Die Integrabilititsbedingungen
von (1.7) lauten wegen der Vertauschbarkeit der zweiten partiellen
réumlichen Ableitungen von @

Aip + Qg5 Qe = Qg + Qg A5 . (1.9)
Setzt man
aik=ai_k+aivk, Ui = Qg i Ui = — Qg4, (110)

so lassen sich die Gl. (1.6), (1.8) und (1.9) schreiben

| 0+ mzo=0, C(L11)
— Qg — Cix G+ Gix @i+ A =47 G, (1.12)
diJf = “i_ia’sj + @k a,gj (1.13)

Wenn (1.13) erfiillt ist, folgt aus (1.7) durch einfache Integration

1

® = —E(‘."ik + @ Oy) Xy X — (.bz' + O by) x; — [ (¢)- (1.14)

Die Funktion f(¢) ist beliebig.
Die Losung des Problems ist also zuriickgefithrt auf die Auflésung
des Systems (1.11) bis (1.13). Dieses System enthélt die fiinf Funktionen
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p(t), b;(t) und f(¢) nicht mehr. Es besteht aus fiinf gew6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung fiir die zehn unbekannten Funktlonen @i
Gip und g.

"Die Auflésung des Systems (1.11) bis (1.13) 148t sich folgendermaﬁen
durchfithren: Man setzt

R R
a;; —373— Oix=Gix +§5ik- (1.15)
Dann ist
ir = Qri> g = 0. (1.16)
Fihrt man (1.15) in (1.11) bis (1.13) ein, so erhdlt man wegen (1.16)
(o B%) =0, (1.17)
N
(R? ailc)‘ = ¢i; 015 B* + @i @i R2. (1.19)
Aus (1.17) folgt mit der Integrationskonstanten I > 0
LLYY -3 (1.20)
Man erhilt dann aus (1.18) und (1.20)
‘ R 1 G !
“?(A“!lik%k)‘“magc“gcfe‘i*“ 7z = 0. (L.21)

Zur Vereinfachung von (1.19) setzt man
= _R2 wl, wl =%.812~ka~£k. (1.22)

Hier ist w; der Vektor der Winkelgeschwindigkeit des Substrates. ¢;;
ist ein in allen Indizes schiefsymmetrischer Tensor, fir den gilt ;.5
= + 1 in einem positiv orientierten Koordinatensystem und ¢;53=—1
in einem negativ orientierten Koordinatensystem. Fiir den e-Tensor
gilt insbesondere die wichtige Formel

Eimn Elik = Omi Onke — Omz Oni (1.23)
Hieraus folgt sogleich v
Ermn Eime = 2 Opp - (1.24)
Aus (1.22) erhdlt man nun mit (1.23)
Ermn Sy = B2 Gmns Umn = Etmn Wy - (1.25)
Aus (1.25) folgt noch in Verbindung mit (1.24)
(B2 aiyk) (R? ail“) =23s;8; (1.26)
setzt man nun (1.25) in (1.19) ein, so folgt sogleich
8;=qjr Sr- (1.27)
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Diese Gleichung héitte man natiirlich auch ohne Benutzung des ¢-Ten-
sors gewinnen konnen.
Unser System (1.11) bis (1.13) lautet nun

é‘f—em =M, (1.28)
ﬁ—?(/l~q;kqik)—% g +9R$»= 0, (1.29)
8 = Qjx Sk~ (1.30)
Dabei ist dann
aik=qz~k+%6ik+%e”ks,. (1.31)

Bei der Auflosung des Systems (1.28) bis (1.30) koénnen die fiinf Funk-
tionen ¢, willkiirlich vorgegeben werden. Mit ihrer Hilfe bestimmt man
dann aus (1.30) die s;. Aus (1.29) erhilt man dann R, aus (1.28) o und
aus (1.31) a; .

Man konnte daran denken, die Unterbestimmtheit des Systems (1.11)
bis (1.13) aufzuheben durch zusdtzliche Forderungen an das Potential @.
Schrinkte man beispielsweise das Potential durch die Forderung ein,
daB die Koeffizienten des in den Ortskoordinaten quadratischen Anteils
von der Form ¢ (£) d,; sind, so erhielte man aus (1.14) die Gleichungen

1.
— 5 (@ + @55 053) = g () Oz (1.32)
Daraus folgt nach Verjingung wegen (1.10)
—d@_k—wglcai_zc+ailcailc=69(t)~ (1.33)
Durch Vergleiéh mit (1.12) folgt daraus
2 A
glt)=—5CGo—5 (1.34)

In diesem Fall hiatten wir also fiir die zehn Funktionen a,; und o die
zehn Differentialgleichungen

0+ a0 =0, (1.35)
— g —ag; a = (G 0 — ) dun. (1.36)

Fiur das Potential folgt
o= (3 60— F) o m— b+ anb)m—i0. (137

Die Losungen des Systems (1.35), (1.36) wurden von A. STOHR [8] im
" Falle 4 = 0 untersucht und neuerdings durch RtssMaNN [7] eingehend
diskutiert. Die gleiche Einschrinkung des Potentials hat O. Heck-
MANN [3] durchweg festgehalten, andererseits aber die von A. STOHR
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beriicksichtigten Terme in a;; ohne ausreichende Begriindung fort-
gelassen. v

Im folgenden soll das Potential jedoch nicht in der eben geschilderten
Weise spezialisiert werden. Wir gehen deshalb zu den Gl. (1.11) bis
(1.14) zuriick. '

Im Rahmen der NEwTonschen Mechanik steht es uns noch frei, von
dem hier benutzten Inertialsystem J auf ein dagegen fest verdrehtes
und geradlinig, gleichférmig bewegtes Inertialsystem J’ iiberzugehen.
J' (mit den Koordinaten «;, #’) hingt mit J zusammen durch die Formeln
der sog. GariLe1-Transformation

mit
A;; A4, = 0;.; 4,;, B;, C;, t, konstant. (1.39)
Durch Differentiation von (1.38) nach ¢ folgt wegen (1.39)
dz; d xj ,
- au(@+ B), (140)
also auch
v; = A4;; (vj +By). (1.41)
Aus (1.4), (1.38) und (1.41) kommt
Wi Ags (2 + Bt + C)) + by = A;;(vj+ By). (1.42)
Nach Multiplikation mit 4,, erhilt man wegen (1.39) /
Vy = Gp%; + by (1.43)
mit
b= (Bt + C,) + Agb;— B,. (1.45)

Aus (1.44) folgt, daB sich die Matrix a;;, zu einer bestimmten Zeit durch
eine geeignete orthogonale Transformation vereinfachen 148t.

§ 2.

Bevor im folgenden Paragraphen spezielle Losungen untersucht
werden, wollen wir die Gleichungen des § 1 noch genauer interpretieren.

Die durch (1.4) und (1.5) getroffene Auswahl unter den Losungen
(1.1) bis (1.3) hat die folgende Bedeutung: (1.5) formuliert eine Homo-
genititseigenschaft des Weltsubstrates; (1.4) eine Homogenitétseigen-
schaft des Geschwindigkeitsfeldes. Gl. (1.4) ist der Aussage dquivalent:
die Relativgeschwindigkeit zweier Substratelemente zur Zeit t hingt nur
von thren Relativkoordinaten ab. Seien ndmlich x; und y; die Lage-
koordinaten zweier Substratelemente zur Zeit ¢, so folgt aus (1.4)

03 (%5, 1) — 3 (¥, 8) = a;5(t) (25— y;) - (2.1)
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.
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Umgekehrt folgt aus unserer Aussage auch sogleich wieder (1.4).
Sie besagt doch offenbar, daB
03 (;,8) — 0, (y;,8) = v (25 + @, 1) — 0 (y; + @5, 8) (2.2)
mit beliebigem a; gelten muB, da die Substratelemente ; und y; relativ
zueinander die gleiche Lage haben wie die Substratelemente z;+ a;
und y;+ a;. Partielle Differentiation von (2.2) nach z; ergibt

Vi (@5, 1) = v (2 + a;, 1), (2.3)
Aus (2.3) folgt, daB v;; nur noch von ¢ abhéingt, also
Viyx = @5 (t) - (2.4)

Durch Integration erhélt man aus (2.4) sogleich (1.4).

Unser Satz lehrt, daB jeder im Substrat mitschwimmende Beobachter

“in kimematischer Hinsicht den gleichen Anblick von der Welt hat, kurz,
daB mitschwimmende Beobachter kinematisch gleichberechtigt sind.
In dynamischer Hinsicht ist das jedoch nur scheinbar nicht der Fall:
zwei Substratelemente an den Stellen x; und y; besitzen ndmlich nach
(1.7) die Relativbeschleunigung
(@ + ;5 @55) (B — i) - (2.5)

Mmdestens im Falle A4 <0 kann sie jedoch nicht fiir alle Paare von
Substratelementen verschwinden, denn wegen (1.8) miifite dann auch
0 =<0 sein. Dieser uninteressante Fall schlieft jede Kosmologie aus
und soll hier beiseite gelassen werden. Es treten also fir A < 0 stets
Relativbeschleunigungen der Substratelemente auf, und in der iiblichen
Interpretation der NEwronschen Mechanik folgt daraus, da die ein-
zelnen Substratelemente verschiedene Beschleunigungen gegen den
,,absoluten Raum‘ haben. Bei A > 0 gibt es Fille, in welchen die
Relativbeschleunigung bei positiver Materiedichte verschwindet. In
allen Fillen nichtverschwindender Relativbeschleunigung kénnte man
sich zu dem SchluB3 verleiten lassen, daf3 die mitschwimmenden Beob-
achter zwar kinematisch, nicht aber dynamisch dquivalent seien.

Dieser SchluB wire nur dann sinnvoll, wenn man im Rahmen der
NEwToNschen Mechanik ein Experiment angeben konnte, durch das
sich die Beschleunigung irgendeines mitschwimmenden Beobachters
gegen den absoluten Raum ermitteln lieBe. Dann erhielte man durch
die Kenntnis der Relativbewegung die Beschleunigungen aller anderen
Substratelemente gegen den ,,absoluten Raum‘!. Die Beschleunigung

1 Die Kenntnis, die die Beobachter im Rahmen dieser Betrachtungen gewinnen
koénnen, schlieBen folgendes ein:

1. Sie konnen stets mit Hilfe eines Trigheitskreisels die Achsen ihrer Koordina-
tensysteme festlegen, sie also parallel zu denen eines Trigheitssystems ausrichten.

2. Sie konnen ein Bild des Strémungsfeldes relativ zu sich gewinnen. Das heil3t,
sie kénnen die a; ermitteln.

Optische Betrachtungen haben wir absichtlich unterdriickt. Sie wiirden im
Prinzip dhnlich ausfallen miissen wie diejenigen in Anm. 8, S. 26ff.
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desjenigen Substratelementes, das sich jeweils gerade im Nullpunkt:
von J befindet, ist nach (1.7) wegen x; = 0

b, + @ by, (2.6)

Unsere Frage lautet nun: Ist der durch (2.6) gegebene Vektor durch
dynamiscke Experimente bestimmbar? Wir diskutieren zwei Experi-
mente A und B.

A. Wenn ein Beobachter o an der Stelle z} einen Probekorper mit
Koordinaten y% z. Z. t, abwirft und ein Beobachter § an der Stelle zf
einen Probekorper mit Koordinaten y? zur gleichen Zeit #, abwirft
und beide Probekérper relativ zu ihren Beobachtern die gleiche Anfangs-
geschwindigkeit nach Gro8e und Richtung besitzen, so wird nach (1.7)
das Verhalten der Probekorper durch die Gleichungen

dry i .
e = @+ @ a5) Yy + b + @; 1 b (2.7)
da? y8 ) . ‘
aE = (@i + ;5 a5) y,f+ b; + a; 3 by (2.8)
bestimmt. Fithrt man Relativkoordinaten ein durch _
i-wi= g, yf—af= & (2.9)
erhdlt man wegen (1.7)
»g
3 = (@i + oy a;x) s (2.10)
g 5
g = (Gix + a5 a50) & (2.11)

Da die Anfangsbedingungen lauten

dE*t)  dEP@,)
= () = & (1) =0, (2.12)

so werden die Bahnen der beiden Probekdrper durch dieselben Glei-
chungen und Anfangsbedingungen beschrieben. Die GroBen (2.6) treten.
in den GI. (2.10) und (2.11) nicht mehr auf, lassen sich also durch Probe-.
korperexperimente nicht ermitteln. '
B. Sind die Beobachter « und g mit gleichen Federwaagen ausge-
stattet, sollten sich ihre (kinematisch beobachtbaren!) Relativbeschleuni-
gungen aus den Differenzen der Reaktionskrifte ergeben. Die Relativ-
beschleunigung zwischen « und g ist jedoch hervorgerufen durch die.
Differenz der Gravitationskrifte. Diese beiden Kraftdifferenzen sind
entgegengesetzt gleich, kompensieren sich also genau. Durch das Feder-
waagenexperiment kann kein Beobachter vor einem anderen ausge-.
zeichnet werden. Das Koordinatensystem eines Beobachters ist in in-
finitesimaler Nachbarschaft des Ursprungs seines parallel zum Tragheits- .
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system mitgefithrten Koordinatensystems das eines {freifallenden
ExvstEINschen Fahrstuhls.

Aus den Experimenten A und B schlieBen wir, daf die translativ
beliebig beschleunigte Bewegung eines Substratelementes gegen den
,,absoluten Raum‘* keine auf mechanischem Wege beobachtbare GroBe
ist.

Wir behaupten deswegen: die Gréflen (2.6) sind frei wihlbar, ins-
besondere konnen wir sie gleich Null setzen; mehr noch: wir kénnen —
als mit dieser Wahl vertraglich — die b; gleich Null setzen, das Trégheits-
system also mit einem Beobachter mitschwimmen lassen. Das besagt
nach (1.14), daBl die in den Koordinaten linearen Terme des Potentials @
verschwinden. Ein homogenes zeitlich variables Schwerfeld kann also
willkiirlich erzeugt oder ,,wegtransformiert werden durch Wahl eines
beschleunigten Koordinatensystems bzw. durch andere Wahl der b,.

Da wir gegeneinander beschleunigte Koordinatensysteme zur Be-
schreibung mechanischer Phdnomene zulassen, transformiert sich das
Potential @ nicht als Invariante, wenn es seine Bedeutung als Krifte-
funktion in allen Koordinatensystemen beibehalten soll. Héangen also
zwei Systeme mit parallelen Achsen durch die Transformation

. zusammen, soll gelten
d* a; o P (%)) 4 x; 8 D (x;)
e = — P x;, und —d_tzw = — —_8 z; (214)

Aus (2.13) folgt durch zweimalige Differentiation nach der Zeit
d2x2 . d2xz- d2P2

dtZ - di2 + dtz ’ (2.15)
also wegen (2.14) -
9 O'(x)) 2D (2;) | d*P;

T T, T b de (2.16)
mithin
mit beliebigem % (¢). Statt (1.14) kénnen wir nun endlich setzen

1 .
b= — 5 (@x + @i 53) T; Ty (2.18)

Vermoge der eben bemerkten Transformationseigenschaften des Poten-
tials kénnen die z; Relativkoordinaten beziiglich einer beliebigen Sub-
stratpartikel sein. Jeder mitschwimmende Beobachter findet fiir das

Potential in seinem mitgefithrten Koordinatensystem den gleichen
Ausdruck.
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Zum Abschluf dieses Paragraphen noch drei Bemerkungen :

1. In unseren vorangehenden Uberlegungen spielte die Gleichheit von
triger und schwerer Masse, die hier schon in die Formulierung der Grund-
gleichungen einging, eine entscheidende Rolle. '

2. Simtliche verwendeten Koordinatensysteme sollten zu J parallel
orientiert sein. Die Rotation bleibt nach wie vor absolut.

3. Fiir die NEwToNsche Mechanik empfiehlt es sich, von vornherein
translativ beliebig beschleunigte Koordinatensysteme zuzulassen. Das
ebnet den Weg zur Allgemeinen Relativitdtstheorie.

Die hier vorgenommene Diskussion zeigt, daB die Auffassung von
H. Boxp1 [1] durchaus begriindet werden kann. Entgegen den An-
sichten von D.Lavzer [4] ist die Newronsche Mechanik in ihrem
Giiltigkeitsbereich zur Diskussion kosmologischer Fragen geeignet. Die
von W. McCrEA [6] neuerdings eingefiithrte Beschrinkung der NEWTON-
schen Kosmologie auf endliche Systeme ist nicht notwendig. '

§ 3.
Wir diskutieren einen Spezialfall des Systems (1.28) bis (1.30). Fir
die fiinf willkiirlichen Funktionen setzen wir .

gix= 0. (3.1)
Dann folgt aus (1.30)
8; = const, (3.2)
und zur Abkiirzung setzen wir
8; 8; = k? = const. (3.3)

Weil s; eine feste Richtung besitzt, konnen wir nach § 1 ein Koordinaten-
system wihlen, in dem gilt

s;=w R?2=0, s,=w,R*=0, s=wyR>=k=—R*ow. (3.4)
Hier ist wy= — w die im allgemeinen zeitabhiangige Winkelgeschwindig-

keit des Substrates, das sich wie ein starrer Korper um die z;-Achse-
dreht. Die Gl. (1.28) und (1.29) lauten jetzt

47

A 2k  6M
R—?R——W+—Rz—: 0. (3.6)
Nach (1.31) gilt
B
a’ikz_ﬁaik_em'k'w' 3.7

Aus (2.18) und (3.2) bis (3.7) folgt fiir das Potential -

=%(47ZG9—/1_2602) x; xi“'_fljwz(x%-l- x3) . (38)

© Springer-Verlag * Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1955ZA.....38...95H

FI955ZA. 5 727387 . O5H!

Bemerkungen zur NEwToNschen Kosmologie. I. 105

Nur fir A = 0, w = 0 kommt man auf Stémrsche Modelle.‘ Wir unter-
suchen zunichst den Sonderfall .

R= 0.‘ (3.9)

Dann folgt aus (3.5), daB p konstant ist. Aus (3.4) erhdlt man die
Konstanz von w, und aus (3.6) kommt die wichtige Beziehung

A+20?=47Gp. (3.10)
GL. (3.7) liefert

Gy =—w, Gy = O, a;; = 0 sonst. (3.11)
Wir erhalten also nach (1.4)
' V= — O Xy, V= @ Ty, vy= 0. (3.12)

Fiir das Potential gewinnen wir aus (3.8) und (3.10)
, 1
D = 5 w*(af + 23). (3.13)

Die Bewegungsgleichungen der Substratelemente lauten nach (3.12)

dx dx dzx
dt1=—a)x2, d—;=a)x1, d—ts=0' (314)

Integration ergibt mit den Konstanten r,, ¢, 2,
X, = 1,008 (w t — @), x,= 7osin(w £ — @), X3=2z5. (3.15)

Die Bahnen sind Kreise um die z;-Achse parallel zur Ebene z;= 0.
Fiir einen nicht notwendig zum Substrat gehérenden Probekoérper
lauten die Bewegungsgleichungen

a2 x;

e (D“ . (3.16)
Daraus folgt nach (3.13)
» dx d? xz, d2x
e+ 0 =0, g T 0%, =0, - =0. (3.17)

Bezuglich z, und z, sind das die bekannten Bewegungsgleichungen des
harmonischen Oszillators mit der Frequenz w/2 . Wir haben zu Beginn
von §1 darauf hingewiesen, dafl die Grundgleichungen (1.1) bis (1.3)
sinnlos werden fiir ¢ = 0. Man darf deshalb auch in den Gln. (3.8)ff.
nicht ¢ = 0 setzen, da man sonst zu sinnlosen Aussagen kime. Wir
begniigen uns mit dieser kurzen Bemerkung, obwohl man an dieser
Stelle leicht die ganze Problematik des sog. Macmschen Prinzips auf-
rollen kénnte.

Die hier soeben besprochenen Modelle besitzen teilweise relativistische
Analoga. Setzt man in (3.10) w = 0, erhélt man den statischen Einstein-
kosmos. Setzt man A = —4 5 G g, erhilt man das GopELsche Modell.
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106 0. HEckMANN und E. ScHUCKING :

Wir wenden uns nun zur Untersuchung des allgemeineren Falles
R=+0. (3.18)

Jetzt ergibt die Multiplikation von (3.6) mit R nach anschlieBender
Integration

1 - A am k2
— 2 __ I S,
R_6R2+h+ % 3 Re -

5 (3.19)

Dabei ist A eine Integrationskonstante. Fiir £ = 0 geht diese Gleichung
in die FriEDMANNsche Differentialgleichung iiber. In diesem Falle sind
die relativistischen Analoga bekannt.

Die Losungen der Differentialgleichung (3.19) lassen sich vollsténdig
iiberschauen, ohne ‘dafl die Integration in extenso ausgefiihrt werden
miilte. Dazu fiithren wir neue Verinderliche ein durch

R=oazx, t=07, R=%y, « = const > 0, f =const>0. (3.20)

Dann wird aus (3.19)

A B 2hf:  2GMP 1 2k 1

y2=_3 z2 + ot = ~ 50 (3.21)
Fir A == 0 setzen wir nun
A g A 25 pe 2GM pe 2 k2 g
3 =77='|':/T|’ e =0, Tzl’ W—=a2' (3.22)
Gl. (3.19) lautet dann
1 a?
yzznx2+b+;——xz—; 17::{:1. (323)
Fir A = 0 setzen wir
2 h B2 26 M B2 2k p  [lfurk<+0
o? =b, ol =1 3“4__{0fﬁrk=0, (3:24)
also
1
b-—}-—x‘, k=0
y? = ] : | (3.25)

1
b 2 lc#:O,

Deutet man x und y als rechtwinklige Koordinaten, so kann man auf
Grund der Kurvenscharen (3.23) und (3.25) qualitative Aussagen iiber
die Losungen von (3.19) machen. Dariiber hinaus gewinnt man auch
Aussagen iiber die Stabilitit der Losungen, wenn man sie in der z-y-
Phasenebene in Abhingigkeit vom Energieparameter b betrachtet.

Fiir (3.25) — also A4 = 0 — ergeben sich die folgenden Bilder in den
Féllen ¢ = 0. und a & 0. v
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Die angeschriebenen Zahlenwerte beziehen sich auf den Parameter b.
Der bemerkenswerte Unterschied zwischen beiden Lésungen liegt darin,
daBl die Singularitit bei
x = 0 im Falle 1a fortfallt
und daB eine stabile stati-
sche Losung existiert. Fiir

1 . . .
b<— T existieren im Falle

la keine Losungen mehr.
Fir (3.28) mit = —1
— also A < 0 — existieren
nur beschrinkte Losungen.
Fir a 4 0 fallt die Sin- -
gularitdt fort, und es exi-
stiert eine statische Losung,
die stabil ist. +2

Abb.1. A =0, a=0.y=)b+ 1/z.

T T

Fir (3.23) mit =1 — . b=2
also A >0 — tritt bei =7
a = 0 die instabile statische | i
Eixstrinsche Losung auf, [ / — go %
gegen welche 4 verschie- A ' A —
dene Losungszweige asym- \

ptotisch konvergieren. Fiir
a +0 sind 3 Fille zu un-
terscheiden. Die in Abb. 3
teilweise vorhandenen Sin- ¢ ) )
gularititen bei =0 fallen Abb.1la. 4 =0; a = 1. y=)b+ 1z — 1o~
fort; eine statische stabile
Losung tritt dagegen auf
bei a? < 3/16. Eine zweite .
statische Losung mit groBe-  #7f . +7F
rem R hat einen dhnlichen

Charakter wie die Emx- | ‘ ! m
U

K\z X —e 4 S—¢

I 1 ! | 1

+2 T +2 T
6=3
b=2

stEINsche. Die Fille a2 Y
=3/16 und a%> 3/16 er-
geben die Abbildungen 7
3b u. c. '~ ‘

Wieder fallen die Singu- -2 p !
%arlta*ten bei x = O.fort und Abb.2. A< 0; a—o. Abb.2a. A< 0 6 1.
im Falle 3b existiert noch y=V—2+0b+1/z. y=Y=a*Fb+ 1ja—1/z"..

eine instabile Losung, die
durch Zusammenriicken der statischen Losungen des vorigen Falles.
entsteht.

8*
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108 0. HEckMANN und E. SCHUCKING :

Das Charakteristikum der Einfithrung einer Rotation in ein isotrop
expandierendes Modell ist die Beseitigung der Singularitdt bei B = 0
und das Auftreten von statischen Losungen.

+ef

7

Abb.3. a=0. y =l/a;2 +b+1/x. } Abb. 3a. *=0.15. y = Vx* + b+ 1/2—0.15/a2.

Die hier gefundenen Lijsﬁngseigenschaften sind natiirlich zunichst
beschrénkt auf die Gl. (3.19). Insbesondere gilt die Stabilitdt nur inner-

T i T T

+2} - +2F -
+7+- = #71 .
J
_7_.
...2 L
Abb. 8b. a® =3/16. y= 1/xV:v‘+b z*+ z—8/16. Abb.3c. a*=1. y=)a* + b+ 1/z—1/2"
In der Abb. steht irrtiimlich 3/4 statt 3,2. In der Abb. steht irrtimlih 1 und 2 statt

—1 und —-2.

halb der betrachteten Losungsscharen. Sie braucht nicht erhalten zu
bleiben im Felde der Losungen des allgemeinen Problems (1.29) und (1.30).
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Die angestellten Betrachtungen rechtfertigen die Hoffnung, analoge
Weltmodelle im Rahmen der Allgemeinen Relativitétstheorie wieder-
zufinden. Einige Anzitze dazu finden sich bereits bei GODEL [2a].
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