SUR L’INVARIABILITE

DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETATRES,

PAR M. SPIRU C. HARETU.

1. I'y a peu de problemeq qui aient exercé la sagacité des géomeétres les
plus éminents pendant aussi longtemps que celui des n corps. L’importance
pratique, ainsi que l'intérét purement scientifique et philosophique qui s ‘attache
a la loi de la gravitation universelle, explique la ténacité avec laquelle les
savants, depuis Newton, ont poursuivi I'étude de ce‘probléme. ' '

Malheureusement les équations différentielles des mouvements des corps
célestes sont loin d’étre complétement intégrées; et, pour aborder la résolution’
numérique du probléme, on est obligé de recourir & des méthodes d’approxi-
mation d’un emploi trés laborieux; mais les propriétés auxquelles on arrive
ainsi n’ont nécessairement qu’un degré d’exactitude relatif.

Cependant, parmi ces propriétés, il y en a une qui mérite une attention par-
ticuliére, & cause des conséquences qu'on en peut tirer & 'égard de la stabilité
du systtme du monde; elle est connue sous le nom d’invariabilité des grands
axes des orbites planéiaires. Voict en quoi elle consiste :

On sait que, & cause de la petitesse des masses des planétes par rapport
4 celle du Soleil, I'orbite que chacune d’elles décrit autour du Soleil s’écarte
tres peu de la forme de I'ellipse qu’elle décrirait si toutes les masses perturba-
trices venaient a disparailre. Cela étant, il était naturel que les géometres
pmssenf le mouvement elli iptique comme point de départ dans les calculs d’ap-
prox1mat10n qu'ils devaient faire pour arriver & la connaissance du mouvement
réel. Tel est le prmmpe de la mel/zode de lu variation des constantes arbitraires
de Lagrange. Dans cette méthode, on considere les élements elliptiques de la
planété comme variant sans cesse a cause des pel‘turbatlons prodmtes par les
autres plaﬁétes,' et l'on a trouvé des formules d’une si"mpli‘cité remarquable qui
expriment les variations des éléments elliptiques. Pour intégrer ces formules, il
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est nécessaire de développer ce que I'on appelle la_fonction perturbatrice R en
une série convergente de sinus ou de cosinus d’arcs proportionnels au temps,
ce que I'on peut toujours faire, vu que dans la nature R est toujours fini et con-
tinu, et que les orbites des diverses planétes sont toujours peu excentljiques. et
peu inclinées les unes sur les autres. Cela fait, on considére, dans une pre-
miére approximation, les éléments comme constants, et de simples quadratures
donnent alors les inégalités que chaque terme du dévelop})ement de R introduit
dans la valeur des éléments elliptiques. Dans la seconde approximation, on
substitue les valeurs trouvées pour chaque élément par la premiére approxi-
mation dans les formules qui donnent les variations de ces éléments, et par
de nouvelles quadratures on trouve de nouvelles inégalités; et ainsi de suite.
On peut facilement se faire une idée du degré d’approximation que l'on
réalise par ces diverses opérations. La fonchon R est linéaire par rapport aux
masses des planétes perturbatrices. En supprimant R, on suppose par- cela
méme que ces masses sont nulles; on a alors les intégrales du mouvement
clliptique. Dans la premiére approximation, I'intégration des équations qui
donnent la variation des éléments elliptiques introduit dans les valeurs de ces
¢léments des termes du premier ordre par rapport aux masses perturbatrices.
Ces valeurs étant substituées dans les mémes équations, on aura, en intégrant,
des termes du second ordre par rapport & ces masses; et ainsi de suite. Ainst
Iordre des inégalités successivement introduites est égal au nombre des ap-

proximations successives que 'on a effectuées pour y arriver.

3. On doit distinguer deux ebpuce% d’inégalités : 1° celles provenant des
termes de R qui contiennent le temps exphutement, et qui par l'intégration
donnent toujours des termes périodiques a courte péﬁode; ces inégalités sont
peu importantes, parce que dans une longue suite de siécles elles se com-
pensent et ne peuvent pas apporter des changements considérables dans le
systéme du monde; 2° celles qui sont produites par les termes de R qui ne
contiennent pas le temps explicitement; celles-ci augmentent lentement, mais
continuellement, pendant trés’l‘ongtemps et toujours dans le méme sens, et
peuvent introduire avec le temps des modifications trés sensibles.dans la con-
stitution de I'Univers : on les appelle des inégalités séculaires.

Oril est trés remarquable que les grands axes des orbites planétaires ne sont
pas affectés d’ inégalités séculaires, du moins quand on tient compte seulement
des deux premiéres puissances des masses; c’est en cela que consiste I'inva-
riabilite des grands axes des orbises. '
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4. Ce n’est que peu & peu et avec beaucoup de difficultés que cette belle
propriété a été établie. Laplace est le premier qui I'énonca (*); mais il ne
tenait compte que des premiéres puissances des masses et des quantités du
premier et du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Lagrange démontra ensuite (2)~qu'elle était vraie méme quand on tenait
compte de toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons; mais il
ne dépassa pas la premiére puissance des masses. Dans un Mémoire lu & I'In-
stitut le 20 juin 1808 (*), Poisson réussit & I'étendre aux secondes puissances
des masses; mais son calcul est extrémement long et pénible. Plus tard on
réussit & le simplifier beaucoup en faisant usage de la méthode de la variation
des constantes arbitraires, découverte par Lagrange; c’est cette méthode que

‘M. Liouville a suivie dans ses lecons au Colléege de France en 1841, et que
‘M. V. Puiseux a reproduite avec quelques modifications dans la These pour

le Doctorat qu’il a présentée i la méme époque a la Faculté des Sciences de
Paris. ' A .

Dans le Mémoire de Poisson, ainsi que dans la Thése de M. Puiseux, on doit-
distinguer deux parties : dans la premiére, on considére seulement les varia-
tions des éléments de la planéte troublée, et 'on prouve qu’elles ne produisent
pas, dans le grand axe, des inégalités séculaires du second ordre par rapport
aux masses; cette partie de la démonstration est assez simple et facile a suivre.
Dans la seconde, on tient compte des variations des éléments des p]anetes per-
turbatrices; le calcul differe entiérement du précédent, par la raison que la
fonction perturbatrice varie d’une planéte & I'autre; c'est pourquol on a été
obligé de récourir a I'équation des forces vives et de faire des combinaisons
tres ingénieuses, mais indirectes et assez laborieuses, pour prouver qu’il n’existe

pas dans le grand axe de l'orbite de la planete troublée d’inégalités séculaires

du second ordre provenant de ce.te espéce de variations,

5. Lagrange a eu l'idée, en 1808 (*), de considérer le mouvement des corps
célestes autour de leur centre de gravité commun; dans ce cas, la fonction
perturbatrice est la méme pour toutes les planétes; mais son calcul est entaché
de plusieurs fautes de signe, ce qui en détruit toute la valeur,

(1) Mémoire présenté a 'Académie des Sciences de Paris en 1773.

(2) Mémaires de I’ Académie de Berlin pour 1776,

(*) Ge Mémoire a ete publié dans le XV° Cahier du Journal de l’Ecole Polytechmque.
année 1809, p. 1-56.

(*) Mémoires de la Classe  des Sciences mathématiques ¢t physiques de l’Insiz.tul de
France, t. IX, année 1808, — OFupres complétes, édition de M, J.-A. SerpeT, t. VI.
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M. Tisserand, dans une Note insérée aux Comptes rendus ('), a indiqué un
autre moyen pour arriver au méme résultat : il fait usage d’un changement
de coordonnées employé par Jacobi dans son célébre Mémoire Sur [’élimination
des neeuds dans le probléme des trois corps. 1l arrive ainsi & faire en sorte que les
diverses fonctions perturbatrices ne différent que par un facteur constant, ce
“qui permet de ramener la seconde partie de I'analyse de Poisson 4 la pre-
miére. _ .

Je me propose, dans ce travail, d’exposer la méthode de M. Tisserand. De
plus, je reprends une ancienne démonstration de Poisson (2) par laquelle Iil-
lustre géométre croyait étre parvenu a prouver que le grand axe n’éprouve pas
d’inégalités séculaires du troisitme ordre par rapport aux masses, quand on
tient compte seulement des variations des éléments de la planéte troublée; il
avait reculé devant la tiche d’aborder la seconde partie de la question, & cause
de la complicatioﬁ excessive qu'auraient eue les calculs s'il avait appliqué la
méme méthode qui lui avait-servi pour les carrés des masses. Mais la démon-
stration de Poisson n’est pas compléte encore 4 un autre point de vue : c’est
qu’il ne tient pas compte d’une classe de termes d’'une forme particuliere, qui
s'introduisent dans l'expression du demi-grand axe, dés la seconde puissance
des masses. En comblant cette lacune, je fais voir que des termes séculaires
apparaissent dans la valeur du demi-grand axe, dés la troisiéme puissance des
masses, ce qui est diamétralement opposé & la conclusion du Mémoire de
Poisson. Dans la suite de ce Mémoire, je montre, d’apres la méthode de Pois-

“son, que les termes séculaires ainsi introduits ne peuvent pas disparaitre avec:

d’autres, puisque tous les autres Lermes séculaires de 'ordre du cube des niasses
s'entre-détruisent; je compléte cette partie de la démonstration de Poisson en
tenant compte aussi des variations des é¢léments des pfanétes perturbatrices, ce
qui n’est pas difficile si ’on fait usage de la transformation de M. Tisserand.

Ainsi cette propriété de l'invariabilité des grands axes, que beaucoup de
géometres, et Poisson lui-méme, croyaient étre tout a fait générale, & ce point
qu’on avait méme essayé de le prouver directement (*), n’existe pas méme pour
la troisieme puissance des masses; ce qui est un résultat assez important, tant
au point de vue analytique qua celui de la pratique de I'Astronpmie mathé-
matique.

() T. LXXXIIL, numéro du 21 février 1876.

(?) Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. 1, p. 55-67, année 1816. .

(3) Voir un Mémoire de -M. Maurice et plusieurs Notes sur ce Mémoire dans le tome XV des
Comptes rendus.
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I.

6. On sait que, dans le probleme de n + 1 corps, les équations différen-
tielles du mouvement absolu des différents mobiles sont de la forme

d*x;  mymy(ax;— 25 L mymp(xp— x;)

m; —— = = -
de 33 ol
2 By ’
Ay mam(y;— yi) N mymep(ye— v:)
m; die A3 ' 3 Ty
eH Ok
2 . - - - -
m Cl I ln,;mj(.'.j — ~'i) 4 nli’nk(‘ck —_ ,:.v,:) N
{ d_"'s, — <3 3 T ey
& o ik
2.
- dPxy; m;m(x; — x;) mim,(xr—2x;) o
”lj l E N3 -+ a3 ()
[4 9;; O
............................................... ,
ot
N2 3 . - 2
= (2 — 2 (g~ i) o (5 5%

Stl’on pose

=Ny
le signe X s’¢tendant a tous les termes que 'on obtient quand on fait varier
chacun des indices 7 et j de zéro jusqu’a n, sauf ceux pour lesquels 7 =j, ces
équations prennent la forme '
dz;  dU d*y;  dU d’z; _dU

(l) - ”iid—ti == ()_.}U;’ m; "dﬁ- pomm d}z) m[?lﬁ == ():’;[’

U est ce que I'on appelle la fonction des forees.

7. Remplagons maintenant les variables x;, y,, z;, x;, ... par un systéme de
coordonnées ainsi défini. Soient G, le centre de gravité de m, et de m,; G, celui
de m,, m, et my; ...; G,_, celui de my, m,, ..., m,_,; G celui de tout le Sys-
teme. Nous prendrons pour nouvelles variables : §,, n,, {,, coordonnées de m,
par rapport a trois axes, paralleles aux axes fixes et passant parm,; &,, ., {,
celles de m, par rapport & des axes passant par Gy, ...; &, n,, {, celles de m,
par rapport a G,_,; enfin les coordonnées X, Y, Z de G par rapport aux axes

fixes.
Soient X;, Y;, Z; les coordonnées de G, par rapport aux axes fixes, et posons

nMyg—+my—+ my—+ ...~ m;= .
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‘()n_ a

(2) y=xg b, =X +&, ..., Zpa=— X+ En—“ 2= X, + &,
Mais, d’aprés les propriétés du centre de gravité, on a aussi

( 1ty Xy = My Lo+ My Ty,

2 Xg == My Lo+ My Ty —+ My T,

(3) , {

Substituant dans (2) ces valeurs de X,, X,, ..., X,_,, puis éliminant successive-
ment entre les » équations qui résultent de cette substitution » — 1 des variables

Ty Xyy ..., Xy, ON trouve

Xy = Xyt El:

m
Xy =g+ — by
!
m 75
(4) < x32x0+’—151+“362+23,
P 2
......... .
m —_
xn——-xo_'"__lgi - T E2‘*‘ .{___”._15”_14_("
1 2 n—1

m, my . my, .
zy=X — —§ — 2 —. .. — =2,
*1 ) Pn

et cette relation, combinée avec les équations (4), donnera enfin les formules

de transformation suivantes :

' m, my, my, m,,
l ZOZX-_El— Gt T G T T T Gy
By {2 s tn
Ho & m, mg m,
-T1:X+ — g '——‘22"—' —23—. e ——E”,
et P2 - 3 n -
Ht ms ., m, my .,
5 12:X+_‘-2"“_“ 3_'_E4— — T/ Sny
(3) { P2 P P n
et se et st e .
e _ Hn—a s m,
Tp—y — X -+ T sm
n—1 n
Pon—1
2, =X+ 28,

Pn
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Un calcul identique donnerait y,, y,, .... ¥, et 54, 5,, ..., 3, cn fonction de
Xr, Tiyy Moy « ooy Ny et Z, cn Cza ceey én-

8. On sait que, lorsque la fonction des forces existe, ce qui est notre cas,
Lagrange a donné le moyen d’écrire les équations du mouvement dans un sys-
teme de coordonnées quelconques. Pour cela, on exprime U, la fonction des
forces, et T, la demi-somme des forces vives, en fonction des nouvelles coor-
données réduites au plus petit nombre possible par les équations de liaison;
alors les équations du mouvement sont de la forme »

Dans le probléme de n + 1 corps, U, étant simplement fonction des diffé-
rences des coordonnées rectangulaires, x,, x, ..., sera indépendant de X, Y,
Z, d’aprés la forme des équations (5); on aura donc

ou JaUu U

- _— o= —_— =0

IXT® T Gz

P

Les équations (5) étant linéaires, T sera indépendant de X, &, Z,, ...,

N

28

Y, .... On trouve facilement

I
Ty 3 5 o IR 5 _ 5
211___ {J-,L(Xlz—f— Y/z—i—Zlg)—%— ¢ - 1 2,12““71'124"':,12)
[t 8

Pr—1 My pry

p‘ 'n'- 19 rg 23" re 19
”’[‘1’—?(22~+‘q2~+?‘:/‘:—)+"‘+"’7~ C/z“‘"u["f*l,{ ’
2 - “n
d’oll
ar  wi_ym;,, 0T T . aT
T —_ Et; % =0, ~m=mX, g =0
d%; ki 0%; dX JxX
Les équations du mouvement seront donc
aX_ oY L
dez — 7 det T 7 de T 7
(6> ¢ £} ) T e d
w2k o0 o Pl d’v; U . o g dU Y
pe  de 0 7 pe o de dq 0w ode dL T

Les trois premiéres donnent la propriété bien connue du mouvement recti-
ligne et uniforme du centre de gravité. ‘

9. Supposons maintenant que m, soit le Soleil, dont je prends la masse pour
unité, les masses des diverses planétes étant considérées comme de petites
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quantités du premier ordre. Alors

2: m; Em mj
°01 27}

‘mais

et, silon pose
,‘g: 2“*‘71; +cu
on a

D2 .2 ]
85, =ri+ P,

P ne contenant que des termes du,premier et du second ordre par rapport aux
masses; par suite

C =t
m; m; P\ m,

‘ Er:E—_—’ +—) =Y%—+0,
oz r 7} r;

-Q etant du second ordre d’autre part, E % est encore du second ordre;

donc U ——E—IJ est une quantité du second ordre, et il en est de méme de
i

U _Z mi(1 M) ey 1y
[ g

Si, dans (6), on remplace U par sa valeur tirée de cette relation, leq équations
du mouvement prendront la forme

pioa i 25 mi(+m)pey b OV

S GhA SRRRALEA wl st s R A
w, de e (R
ou bien
o, (1+n2,;)55'___ e ﬂ-
_—dt?‘ ,.l:_s my iy JZ: 7
et de méme
(7) ’ d?; 4 (t+=min . OV _ 0
dee r} My Org
ey (em)t o OV
| an 7} mipio 0%
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On voit que ¢ ‘est exactement la forme des equatlons du mouvement d’une
planéte autour du Soleil, avec la fonction perturbatrice

Ri-_——-—ﬁ‘}—v’:——< ! -+ —*--)V

my; iy

qui est la méme pour toutes les pldnetes, au facteur constant pres Cette

ml
fonction est encore du premier ordre par rapport aux masses, comme dans le
calcul ordinaire des perturbations; mais, au lieu d’étre linéaire, elle contient
des termes de tous les ordres, entiers et positifs, par rapport & ces masses.

10. Négligeons d’abord entiérement les masses perturbatrices et considérons
simplement les équations '

i d; (I+m Ve d*y ; (1-+my)n; A% (t+mpG
® T o wm T Ty w T

&

Leur intégration donnera le mouvement elliptique de m; autour de G,_,, et
introduira six constantes arbitraires, qui sont les éléments du mouvement elliptique
de m;. J’adopterai les éléments astronomiques, qui sont : le demi-grand axe a;
de l'orbite, qui est lié au moyen moupement n; par la relation '

1+an

n,_\

Iexcentricité de1'orbite e;; I'inclinaison o; du p]an de cette orbite sur le plan XOY;
la longizude du noeud ascendant b5 la longztude du perihélie =;; lalongitude moyenne
de I’épogue <. , :

"~ Mais, si on veut avoir les intégrales du systéme (7), il faut considérer les
éléments elliptiques non pas comme des constantes, mais comme des fonctions
du temps, assujetties & la condition que les valeurs de £, n;, {;, données par
Pintégration du systeme (8), et dans lesquelles on considére ces éléments
comme variables, satisfassent au systéme (7). Si, de plus, on s’impose la condi-
tion que les dérivées premieres de &;, u;, {; par rapport au temps aient la méme
forme dans le mouvement troublé que dans le mouvement elliptique, on arrive
aux équations suivantes, qui donnent les variations des divers éléments, pro-

X VIII. : I.2
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I.10

duites par la force perturbatrice R;:

da, _ 5 OR,
TV
de; _\i—e} POR; 1—e2(1—y1—e?) IR,
dE n;a} e, 0-:1 n;ale; 0
cgl
do: ' oR, "€ (0& | IR, )
de " naiyi—efsing 9 patyi—e; d“z O
(9) b, 1 oR; )
|\ T = g <>
dt n;a}\1— e} sing; 0%
tang 22
d "5 oR,_ e om,
dar n;atyy—e? 09 n;a} e de;’
dy _ 2 OB Vim@h—yVizad) ok "M% R,
dt nga; da; n;aje; Cdei paiyi—e? 9o

Je dis qu’il suffit de prouver que, en vertu des équations (9), a; n’a pas
d’inégalités séculaires d’'un ordre quelconque, pour en conclure que, dans la
nature, les demi-grands axes des ellipses que décrivent les planétes autour du

.Soleil n’en ont pas non plus. En effet, d’aprés le systéme de coordonnées

adopté, les équations (77) donnent pour m, précisément le mouvement troublé
autour du Soleil; et, comme on peut prendre pour m, n 1mporte ]aquelle des
planetes considérées, la proposmon ‘est démontrée. '

11. V est fonction des coordonnées elliptiques &,, =,, {;; &,, ...; mais ces
coordonnées, étant des fonctions perlodlques du temps, peuvent étre dévelop-
pées en séries suivant les sinus ou les cosinus d’angles tels que a(rt + &),
B(njt+¢), .... Or, si V, désigne I'ensemble des termes de V qui sont du

second ordre par rapport aux masses, V, «ceux du troisiéme ordre, etc., on peut

se convaincre que V,, V,, ... ont les formes suivantes :.

v, ——Emzm/ﬁ S Ny iy E/) Njs t,/)a
V= Em 24T 'nk.ﬁ(én 045 Cis Ej, T)j’ C,, E/c; Tiks Cx)s

et, aprés le développement,
. sin . ‘ '
V,=2Cm;m; cos [e(rit+e;) + B(njt +¢;) +w,],

’ sin ' ' ‘
Vo =2Cymym;m, cos LE(t ) + B(rst &) -y (nat + 24) + w3 ],
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-C,,Cy,y .. .50, 0y, ... sont des fonctions des éléments elliptiques des diverses
planétes considérées, mais qui ne contiennent pas les ¢ ni les m; «, 8,7, ... sont
des nombres entiers qui prennent toutes les valeurs possibles entre — o« et

e mli> 2N

. . oR; . v . .
Enfin on sait que, pour éviter que 55—‘ contienne ¢ en dehors des signes sin et
. )

cos, il suffit de remplacer, dans les équations (g), ¢; par ¢; — n;2 + [n;dt, et d'y
supprimer la partie de %];—{’ qui provient de la variation de [n;dt. De méme pour
N i .
les autres planétes.
Pour faciliter I'écriture, je poserai

7 1 1 .
M;=— HL__.—;_<———{— ), pi:fllidf,

Mgy m; it

L= fndt+e=p;+e, Y=al+Bl;

4 est la longitude moyenne de la planéte m;.

12. L’équation,
o da; 2 OR,__ 2M; 0V
(10) ‘ dt 7 nga; 0y nma; 0

montre immédiatement que a; n’a pas d’inégalités séculaires du premier ordre
par rapport aux masses. En effet, pour avoir ces »iqégalités, il est clair qu’il -
suffira de considérer, dans le second membre de l’équ‘ation (10), le terme

miziai %Y:‘: et de prendre dans le développement de V, seulementlgs termes
dont 'argument ne renferme pas ¢, en y regardant les ¢léments elliptiques
comme constants. Or ces termes sont en méme temps indépendants de <, et,

ite g-a—"—o
par suite, — = o. .

II.
13. Passons aux termes de l'ordre du carré des masses, et prouvons qu’il
3 .. ) . da . . . v } 2
n’en existe pas dans la yaleur de —d—t’ qui soient indépendants du temps.
- Silon néglige les termes d'un ordre supérieur au second, on a d’abord

dai/ﬁ 2 - 0V1 N 2’ 0‘71 +_ 2 ) .(_)Yi',
dt —miniai Je; Pi—q ;A5 Ot; m;n;a; 0z; ’

(1) -

et ces termes sont entiérement périodiques.
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Mais ce ne sont pas la les seuls termes du second ordre qui se trouvent dans
da; - s e s . . : ' '
7.%’; en effet, supposons que I'on intégre les équations (9) en ne tenant compFe

que des premiéreé puissances des masses; on obtiendra alors, pouar les divers

éléments, des valeurs de cette forme :
a; -+ 0a;, 0; + AB.,-—;—SG,-, e; + Ae; + 86[, feey A5 83,-, ey

A désignant les inégalités séculaires et d les inégalités périodiques; toutes ces
inégalités sont du premler ordre par rapport aux masses. Si donc, dans le
second membre de (11), on remplace les divers éléments par les valeurs prece-
dentes, les nouveaux termes que l'on obtiendra en dehors de ceux qui s’y
trouvent déja seront au moins de Uordre du carré des masses. Il s’agit d’exa-
miner si, dans celte substitution, il ne se produit pas des combinaisons de nature
4 donmner naissance 4 des termes non périodiques du second ordre dans la valeur
de a;.
Pouar cette analyse, il suffirait de conserver dans (11) seulement le terme
2 dV,
mna; 05
seront du troisitme. Cependant il est préférable de considérer la formule géné-

; car, les deux autres étant déja du second ordre, leurs variations

rale

dt — n;a; ()EL'

el de supposer que 'on néglige partout les termes de M;V, dont I'ordre est
supérieur a celui que I'on veut conserver. Cette maniére de procéder, que nous
conserverons aussi quand il s’agira des termes du troisiéme ordre, permettra
d apporter quelques sunphﬁcatlons et plus d'uniformité dans les ca]culs qm se

_rapportent aux carrés et aux cubes des masses.

De plus, il est inutile d’'introduire les variations séculaires A. En effet, on sait
que ces variations s’expriment par des sinus et des cosinus dont les arguments

‘sont de l'ordre des masses; les termes de V, au contraire, ont des arguments

finis, et, par conséquent, il est impossible que la multiplication de ces deux
espéces de termes fasse disparaitre le temps dans les arguments et donne nais-
sance 4 des termes séculaires.

k. Falsons ‘d’abord varier seulement les éléments de la planete troublée m;;
si l on pose .
ov _ v _v av _ dv =V, '
dpi 0 P 0p; T Oy

v
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on aura
da; o 2 M; M ... 9:M 0V, 3
(12) V7 nalvi nia?VA L_—Il—:i:.(;‘ﬁ—L ‘
2’\([- dV;- S, - dV’“ ©dV; Sa, .
i\ 05 op; pit g

Pi» 4is +-. désignent les divers éléments de m;. Dans M;V et ses dérivées, il
fant négliger tous les termes d’un ordre supérieur au premier, excepté dans
2Mi

— e V;, ot I'on doit conserver ceux du premier et du second ordre. Quant
(A4 -

‘aux variations 3¢, 3p;, 3¢;, ..., on les calculera par les formules (9), dans les

seconds membres desquelles on ne conservera que les termes du premier ordre,
etT’on considérera ]es éléments comme constants.
2 M; e
Le premier terme de (12), — ’——5 V;, est perm(hque.

Dans le second V’, et 3a; sont tous les deux penodlques et, pour avoir un
terme- séculaire, il faudralt multiplier des termes de méme argument de V/ et
de da;. Sil'on réduit M; V aux seuls termes dont I’ argument est ¢, on a

(13) Ml-V:Asind,:+Bcos¢i_—Csin(<p+q>),

ou A, B, C, w ne contiennent ni Z, ni Eis 8jy o €L A B, C sont du premier ordre

on tlre de la
M;V;= Cacos (¢ + w),

‘et alors (10) donne

) | Sa, = 2 Ca sin‘(qH—m')-
) CT ngag(an; + Bnj) o
donc N
M ., C2a? .
——=V;8a; = - sin2 (¢ + o),

n;a} r}a}(an; 4+ 3n,)

quantilé périodique.

M, 9V ]
Le terme — E—a—l ot dp; est encore périodique; en effet, i
B’ ‘;V “‘——Cu‘zsin(ql—l—w);
ensuite “ ,
. d*o; 3 n;da SM, .
Sl e = A T ay
1= — ot cos(§ - 0);.

af(ang+ Bry)?
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done
1 2,3
_ M dV'S') = 30 s sin2 (Y + w).
n,a, dp; ! n;a}(an; —|—Qn

Enfin, pour le dernier terme, on doit remarquer que, en vertu des for-

oc; :—;—I’Mfﬂa’t—!—(“\lf——dt—r—

op,--—-l‘Mj() +HM,-]')Y—¢:+...,

o(]c__———GM —0-:15 HMf——dt—r—

mules (g), on a

F,G,H, ... étant fonctions de p;, ¢;, ..., mais ne contenant pas ¢;3 done ce der-
nier terme sera composé de parties de la forme

(R R 2

( /) ) n;a; . dii dP; 0pl d~¢

16

| | (Vi OV gy OV OV g
“na; ap; J 9q; aq; ) dp;

Si I'on remplace M,V par A sin{ + B cos{, on trouve

2 aV, dV - 2 dV' :
\ll dbl d/)l dt Ml d d_l dt
= oA B
acn,+53 — (A snnt!a—i-Bcosqa)( op: cosy — i sunp),
dV’ dV , oV, [V

% (oA cosy — — JB simp)(dA cos} — JB sinxl:)'
T an+ By dp, op: dq; 091" >

e da; Y Lo . . .. .
la derniére partie de Z!?l’ dans (12), est donc nulle, quant aux termes séculaires.

15. Ilimporte de remarquer que, parmi les termes compris dans I'expression
générale (14), il s’en trouve un certain nombre qui ne peuvent pas se réduire &
Ia forme A cos({ + w); ce sont ceux que I'on forme.en prenant pour V, sous le
signe d’intégration, dans l’expressmn (14), ses termes constants. On obtient
alors des termes tels que A¢cos({ + ). Les termes de cette espéce introdui-

e
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ront dans la valeur de a, des inégalités de la forme A¢sin({ -+ o), qui sont, en
quelque sorte, intermédiaires entre les inégalités séculaires et les inégalités

» et elle est ordinaire-
v+ @ n;

ment assez peu cons1derable mais, d’aatre part la valeur absolue du terme
peut devenir trés grande, 4 cause du facteur ¢ qu’il renferme en dehors du
signe cos, ce. qui rapproche l'inégalité a laquelle il donne lieu des inégalités
séculaires, dont la valeur maxima est d’habitude. beaucoup plus considérable
que celle des inégalités périodiques. ‘

‘Du reste, on peut remarquer que tous les termes. de la forme A¢ cos(a}; + )
que Ton introduit ainsi sont du second ordre, et que la forme la plus generale
de leur argument est § = al; + B/

périodiques. En effet, la perlode du cosinus est —

16. Examinons maintenant les termes qui proviennent de la variation des
éléments des planétes perturbatrices. Ce sont
05) __zVI Vi M (Vi Vi Vi N

nia; de; T njay d-, op; 1 dg, 7
Comme la fonction perturbatrice est la méme, 4 un facteur constant prés, pour
toutes les planétes, le calcul a faire pour prouver que ces termes sont pério-
diques est identique au précédent. Ainsi'on a

oV,

M; TI =— Ca@lsin(g'a + ),
e, =S n;de, %;f—’ 2—2 :J’ i;’ :_331?’:4%, -
Bey=— M;a; fahzlzi‘(fﬁnj)z €08 (¢ + w);
- %Y: TR

On voit déja que le premier des termes (15) est périodique.
- On a ensuite ‘ ‘ L
e FMjfgzdt+GM,fgldt+.

3p; =—FM; dt+HMf—-dt+~--,

g, =—GM f——dt .HM,fach_.+...,
J

.........................................
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Le second terme (15) sera donc de la forme -

_ 2PMM, 9V 1OV Vi N ) -
nig; . \ 05 ) dp; dp;J o ) T
_ 2HMM; <_0_V', 0V . av; —dt)
na; \0p; 091 1991' op;

E ﬁcctuant le calcul, on verra encore . que, dans cette quantlte la pu‘tle non
perlodlque est nulle. Cependant on peut voir qu’elle renferme aussi des termes
de la forme Azcos({ + w).

I’invariabilité des grands axes est donc démontrée.pour les secondes puis-
sances des masses, comme elle 1'a été pour les premlbr‘es

Y

IIL

17. Passons aux termes du troisieme ordre. Des termes de cette espéce se
trouvent d'abord dans M;V; lorsqu'on y considére les éléments comme con-
stants. On en forme d’autres quand on fait varier ces éléments dans chacun des
facteurs —— et M;V, en allant jusqu’aux termes du troisitme ordre.

iy : o

.. . 1

Faisons d’abord varier seulement s ona alors

idy

6y T B2 gy MV’8a+ M;Viar.

dt 2;4; n;a 4 n;a

On doit considérer les cocfficients ol dans le second membre,

n,-af’,fa?’ Z’lz i

comme des constantes absolues. Ensuite, pour avoir tous les termes du troi-
sibme ordr‘e comme M,V et 3a; sont chacun du premier ordre, il faut, dans le
premier terme, calculer M, V) jusqu'au troisiéme ordre; dans le deuxieme,
remplacer chacun des facteurs M,V et 3a, par sa valeur j jusqu’aux quantités du
second ordre; dans le troisiéme, prendre pour M;V; et da; seulement leurs
termes du premier ordre. ‘ ‘

.18. Considérons la partie

— ————M Vi3a,.
l l
I’équation S .
da;__ 2M,V; .
di n;a; ?
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dans laquelle on calcule le second membre jusqu’aux termes du second ordre
inclusivement, donnera 3a; avec ce degré d’approximation; on aura donc

1 2 M;V;
— ———:M,-V’,-Sa;:ﬂ— -—9MiV, ——dt.
n;a; n;a; : n;a;
D’autre part, on a
. n: M,V
n,-a,-:nm,«—-——'Sa,-::n,-a,~+/zi ——l—fdt,'
2 n;a;

en considérant les éléments comme constants dans le second membre. Multi-
plions le second membre de I'équation précédente par cette valeur de n;a; et

[ At

1
paI‘ Z—a—, on aura

® -~
- . ‘/. ’ V' Yy 9
(17) - ——£~2Ml-V§~'Sa,v:: 2 MV, AWV, e 2 MV, < M.V dt) ;

: n;a; a; n;a; Il a; a; 7;Q; n;a;

" . 2 2 ' :
les coefficients + et sont des constantes absolues.

i H

On a aussi

(18) ol M Visai= 4 azMV( MV’Lu)

4n; a3 nia;

Pour avoir les termes du troisibme ordre, il suffit, dans le dernier terme

de (17) et dans le second membre de (18), de considérer les éléments comme

constants, en conservant seulement,les termes du premier ordre de M;V;, et,

“dans le prexiﬁer terme du second membre de (17), de calculer M. Ve Jusqu aux

quantités du second ordre; on aura donc™

(19) — s MVida ot Lo M Vs = 2 MeVe (U Ve, 3y vy
Ay HEY

hngad v a; n;a; 1;4;

’

19. On a vu (n* 13, 1%, 15, 16) que MVi ne renferme pas de termes sécu-

l l

-Jaires j ]usqu aux quantités du second ordre mclusweme‘nt; on peut donc poser,

avec ce degré d’approximation, et en désignant respectivement par ¢ et y des

angles dont I'expression la plus générale est a/; + £/; et b+ B+,

M;V;

ey _.2C1s1n(tla +w)+ 26, sm(x+w2)+2(}’tsm(q»+w3), .

ou G, est du premler ordre, C, et C, du second ordre par rapporl aux masses ;.
XVIIn, ‘ ; ‘ 1.3
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~

on tire de la

C C: . '
Mz ldt — COS("P -+ wl)'—' 7 ] : 7 005("/+ ("2)
n;a; an; — Bny wn, -+ ny++'ng ’

_y__G¢ cos (¥~ w;) - —~————sm(¢+wg)
an; + pny; wn; + Bn;)
M, V; M,
La partie du troisiéme ordre = Zt est
la, n;a
MV, MV
n;a; n;a;
S €1 [Sin (§ 4 7,5 o, w2) -+ $in (§ — -+ v, — 0,)]
a(a' n;+ B, +y'ng) 2 . .

CICQ S N ) N 1 - . .
——zm[Slﬂ(\!}+£+wl+w2)—Sll](q—,(+w1 (1)3)]

N GiChr (o —
_Em [sin (2¢ + w, + ;) + sin(w; — w3)]

G, C, —
fgm[“"s(”“‘“’*) oo =]

~Z agiﬁn) [sin (2 ¢+w,+ w3) ~+ $in (03 —oy)]-

Dans les deux premiéres lignes, on pourra avoir des termes séculaires si
U +y =0 ou{—y=o0,cest-a-dire si 'on a

(a+2)yn;+(B+B)n; -y nr=o0
ou )
(a—dYny+ (B—B")n;—y nr=o;

mais, dans la nature, ces conditions ne S()nt jamais 1'emphes si ce n’est lorsque -
'on a en méme temps

) x+a'=o0, B+ B =o, v'=o,
ou ‘ :
a—a' =0, B—p8 =0, Y=o,
et alors les deux termes séculaires formés s’annulent mutuellement.

Les trois derniéres-lignes renferment trom termes secul'ures, dont deux se

detrulsent mais il en reste encore un, qm est

C,C,

¢ cos (03— w;);

doncle premier des termes (19) renferme un terme séculaire du troisiéme ordre.

.
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Cependant on ne peut pas encore affirmer que I'expression da demi-grand
axe renferme des termes séculaires de cet ordre; pour pouvoir le faire, il faut
prouver que le terme (20) n’est pas détruit par d’autres termes séculaires qui

, L . ., da; ST
se trouveraient dans les parties non encore examinées de = Or je vais démon-

trer que ces parties ne sont composées que de termes périodiques.
Et d’abord, dans le deraier terme de 'expression (19), on a

: v d.(f Vidi)
Vi(fVidt)2 = 5 22 L0

Comme V; n’est composé que de termes périodiques du premier ordre,
(f V,dt)® ne peut renfermer que des termes. périodiques ou des termes con-
stants ; mais ces derniers disparaitront par la différentiation.

- N . . 2M-V" . . .
20. 1l reste 4 examiner le terme — “——, et en particulier M;V’, puisque
Ty L !

Tautre facteur est constant. ,
Avant d’aller plus loin et pour simplifier, je ferai un changement des con-

“stantes arbitraires choisies au n° 10, que je remplacerai par les valeurs initiales

des coordonnées et de leurs dérivées premiéres par rapport au temps. L’avan-
tage de ce changement consiste en ce que, dans les équations analogues a (g),
relatives aux nouvelles constaiites arbitraires, tous les coefficients des dérivées
partielles de R;, qui se trouvent dans le second membre, seront égaux & zéro,
+1oud —1,ce qui nous dispensera de chercher leurs variations.

En effet, on sait .q"ue les' équations qui donnent les variations des constantes

-arbitraires ont la forme générale suivante, qui leur a été donnée par Poisson :

da; , . OR, oR; _

'CT;' —_ ((lia bz)EE -+ (ai’ cz)%; ..
on sait, de plus, que les coefficients (a;, b;), (a; ¢;), ... sont de simples fonctions
des constantes arbitraires, indépendantes du temps, et qu’ils ont la forme

dai 01); .ddi dbl (}di dbl ddi db, ; dai dbl da,- ()bl

(@0 b0 = 7, 0, ~ 3 O T owion; 0w gy " % 0% 9 9T

Supposons maintenant que les équations du mouvement elliptique aient
donné les intégrales '

Ei=ai+9:(8), me==bi+ (L), L=+ (0),
r=ai49i(8), mr= b 4i(8), Gi=ci+yi(e),
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a, b, ¢, a, b,, ¢, étant des constantes arbitraires et g,(¢), 9,(2), ;(¢), ... des
foncnons du temps qui s’annulent pour ¢ = o; pour cette époque particuliére,
on aura donc

(@ a)) =— (@, a;) =1, (by b;)=— (b}, b;)=1, (c;yc;)=—(cye;)=1;

toutes les autres combinaisons seront nulles. Or, comme ces coefficients sont
indépendants du temps, ils conserveront ces mémes valeurs pour toutes les
valeurs de ¢, et, par conséquent, les différentielles des nouve]les constantes
arbitraires seront données par les équations

: da, oV db oV de v

- @ = Mgy = Mgp = Mg
21 )

da, OV dby . oV de, oV

@ = Mgy @ =My =My

21. Formons maintenant I'expression de M;V; jusqu’au troisieme ordre, en
faisant varier en méme temps les éléments de la planéte troublée, ainsi que
ceux des planétes perturbatrices; on aura ainsi

(22)  M;V=(M;V}), -+ M;3V;

v,
o P a0

av; 5 av7

ﬂ%%w%( a; + Ve

'V; 2*V;
dazd' 8a+d db Ba,ob—e—

2y 2y

dpjda_,- es aj_l_dpjdall

!

691861]—4—
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. 22V, V),
22) Suite. da; Sa;0a) +. ..
(22) + 9a;da, Sasda; + s coa, i
-+ ()2V} S0 8a; -+ Vi 8o,0a’
Op;0a; T T gs 0, P 0%
rV; 3a;da’; + OV dada
dazod, "N T Gaiaa, M T
PVi s on -+ TV0 5, 34 Vi 3or3a,
dlojd,:/r AN dp,-d Vs k_i—djda;k 4 3
___0ng da;0a+ __OQV} de;oa),
dajoa; 7 F T Qa;oay KT )

Il est inutile d’aller au dela des termes du second ordre par rapport aux
variations 3, puisque ces variations sont du premier ordre par rapport aux
masses, ainsi que M, V). De plus, il suffira de prendre les parties du premier et -
du second ordre des 3 dans les termes du premier ordre par rapport a ces varia-
tions, et seulement celles du premier dans les termes du second ordre. Les
constantes arbitraires doivent étre considérées comme des constantes absolues
dans tous les coefficients des variations; d’ou il résulte déja que le terme
(M;V,),, dans lequel on supprime les parties d’ordre supérieur au troisieme, est
periodique.

22. Les termes du premier ordre des variations se déduisent des équa-
tions (21) et de

d; _ 3M,

(23) : | aF = aF

14
Vi’

ainsi que de leurs analogues pour les autres planétes; ce sont

‘sp,.:"Mf vide, aa, Mf Mf——dt,

()15, 0,

Pour avoir les termes du premier et du second ordre des mémes variati_ons, il.
faudra prendre les variations du premier ordre des seconds membres des équa-
tions (23) et (21) par rapport a tous les éléments des planéles considérées, et
intégrer. Ainsi, par exemple, sil’on pose '

PY_ Vo AV_ oV _ o eV eV
OpF Tk " 0] T 0 T T Opide; T duidej Y
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I'équation (23) donnera

dzpi . 3M:z 4 ra 1 M,‘ >
T =SV s v,
_ 31y’IiV;+ MV G
al ) ’llaz .
+ <3M> \is SM' (()ll ()‘ _ f———dt >
3IM; oMJ , e aM M, V/ A% ov; [ oV
b Vi fS Ve =+ az <da, ()aj(.[.“ 0a;.) 94, L. )+

et intégrant

;/,‘p,_?’l‘g S Vide v 22 DXL I Yide f Ve

3M; 3M; oV, vV, [V \
< )ff(v def L V,dit) + ff(da, o e — pr S A+ -)dt

3M; 3M; , 3M M ov; dV ()V
Tar 2ff(V A6 [ V) + [[(0% , [-—dt—l— >(lt—|—....

On trouvera (16 méme

12M,

S0, = Ll‘ffffv;dﬁ LIV Yy

3M,\ L OV; OV OV [0V '
( Sy lcffvdz>+-—~f/( N eI (W

da;

3 7 7 7' 7 ‘
+ M 3M ff(V dt?ffV}dt?)+—S%QM’/[(M-’ @ dt— N, (ﬂ-dz+ )dt2+...,
: . 2 .

a3 da;,) dd; da da;

3M° ov; _ 1V FA% o \ -

.. | tay L d 2 — A v .

=¥ g - (s v d‘>+M‘f<d g ] g ) o >dl
3MM, 0‘/ : 'V dV BV [V |

- f< duff Ve 4-wa s | it g [ et >dt+...,

da;da;, ()a/

L 3M3 [0V, o e [PV OV 2V oV .
,a,_Mf f(d Affv, dt>+Mf<W Ma’t——w %(hﬁ—...)aft

3, M, 0Vl | PV OV, PV oV
+ f( dtfdet) MM, <W Ta;‘”“m Ea——idt+...>dz....,

()V 3M" A% d’ \4 dV RN AY .
O — ld /V . 2 :
a, wf f( LSSy dz) M f f ~ garaa. | da ¥+ >a’t
‘ 3’VI A o ( v v av
de cde? - _
a/ f(() ff\/ £> MM f % da/ d[¢ dt — »dflida}, 0aJ de+ .. >d[ cees
3M2 [/dV) 0*V oV 2V ov '
3 — M. ___L hAl der) M2 [ (2= 2y — 2 2
a; f,,al f( 'dsz V,dt) MJ/<0 o de 74,94, da_dt—g...)dz

: 3MM v, . PV *V oV o,
‘\ o— [( def [V dt> WIMf(d o da Vi giaz ) )dt—...,,
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DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES. | .23

Dans les seconds membres de toutes ces variations, du premier et du second
ordre, il faut considérer les constantes arbitraires comme des. constantes ab-
solues.

23. 1l s’agit maintenant de substituer toutes ces valeurs dans I'expression (22)
et de démontrer que tous les termes du troisiéme ordre qui en résultent sont
périod iques' ou nuls. Cette opération ne laisse pas d’étre assez délicate, & cause
du grand nombre de termes que 'on a a considérer. Je les partagerai en cing
classes, que j'examinerail'une aprés I'autre.

Prenons d’abord les termes qui sont du second ordre par rapport & M;V et &t
ses dérivées; ce sont '

3M? 6V’ . o[ OV; (OV ovV; (" oV
(26) a2 ffV de? + M3 (0 5% 'dt_wda} _daidt+"'>
3M M ()V; R ov; ovV; [V
e fdet—l—MM(d d,dt 07, ) da; St .. >+

Réduisons M; V) aux seuls termes qui contiennent les angles dont I'expression

générale est :
Y=ali+ 0l et y=o'li+ B4+l

en-négligeant ceux qui sont d’un ordre supérieur au second; on a alors
M; V=G, sin (¢ + o) + Cysin(y + w,),
C, étant du premier et C, du second ordre par rapport aux masses; par suite,
oV,

Mz—p—ffV’dt2~— [«C, cos (¥ + wy) + 2'C, cos(y + w,y)]
X ff1Cysin(y + w;) + Gy sin (y + w,)]de%.

Je néglige le terme du second ordre, qui est périodique, et celui du quatriéme;
ceux du troisiéme ordre sont

aC, cos(Y +w) ffCysin(y + v,)de
: aCy Gy

(@ By )
aCy Cy

SIS

o Cy €08 (7 03) [f €4 sin (¢ + ;) ds?

@' Gy Gy
_ - m‘t—) COS(X+U)2)SIH(¢+(01) |
. a 0102 . : _ _
_—m[51n(¢+x+w,+ (1)2)+Slﬂ(‘<p )(_—_{—wl (1)2)].

cos(y—|— ) sin(y + w;)

s [sin(Y + ¢ + v, -+ v,) +sm(x-—q;+wo——wl)],
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et posons

1.24 - SUR LINVARIABILITE

Dans ces deux expressions‘, les termes séculaires ne peuvent prendre nais-
sance que si 'on a
(x+a)n;+ (B+BYn;+Y np=o
ou
(0 — s+ (B —BYn; — Y np=o.

Or, dans la nature, ces condmons ne sont JaIllEllS remphes que si Ton a sépa-

l'ement
x4a'=o0, B+B' =0, Y=o

ou | -

«—a'=o0, B—B =0, Y=o,

et les termes non périodiques que Ton forme ainsi s’annulent mutuellement.
Si I'on pose
Mj‘ﬂ] pusm C1 Sin(q) —+ 0.)1) -+ Cz Sin(x -+ U)g),
on verra aussi que le terme

3M;M; dV’
.1-

Sde

est périodique.
Prenons maintenant les termes

avV; [ oV ov; [ aV
M2 <0a,k 5a idt fdaldt>’

M,V = C, sin(y + w,) + Gy sin(y, + w,);

on aura alors .

oV, [ V! i ()C1 aG, )
2 J— ——
M? da.) 37 dt = L da, COS(QJ—T—m,)—l—u oa, COS(y+w»)J
[ 1 dCl 1 ()(-‘2
pes i B, 0, cos(q»+m1) + i By e 04 cos(/—i—wz)]
G,dV’ Ay ©oC aC
Wl,d z. %:dt:—_ath;"cos(k‘g+w1)+a’0—aZcos(X—}—w2)]
9 [ 1 aC, cos( o 1 9G, v
| a7 B, 0a; s(Y-+uwy) Py Ja, cos(y+w2

Les termes du second ordre, ainsi que ceux du quatriéme, se détruisent dans
ces deux expressions; si on les supprime, les valeurs précédentes se réduisent a.

9V Q—Ydt v o 9C; G,
oa; ) oa; T W n+ 8 n; 4y ng da, da;

Ay
an; + fn; da; da;

M? oS (¢ -+ w,) cos (7, -+ wy)

cos (Y + wy ) cos(y, + w,),

;-

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics ¢ Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1885AnPar..18I...1H

DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES. I.25
aV; o dG, aC
M2 dt —_—— et S
0 ()tl a'ng+8'n;++y ny c)a da; €08 (¥ + o) cos(y + ws)
o dC, 0C,

——— ¢
ani+ fu; 0d, da cos (Y + wy) cos(y + v,).

Elles pourraient contenir des termes non périodiques si 'on avait la relation
(a+aYn;+(B+p)nj+ynr=o
ou
(2 —a)n;+ (B—B)n; —+'np=o;
mais, pour cela, il faut avoir simultanément
at+a =0, B+B8 =0, Y=o
ou

a—a =o, ﬁ—_ﬁ':o, Y=o,

et alors les termes séculaires qui prendraient naissance se détruiraient dans

AW dV
M <()az a; f ()_azdt> ‘

On verra de méme que, dans toutes les autres parties restantes de (26), les
termes séculaires s’annulent mutuellement.

I'expression

2. En second lieu, je considére les termes de M;3V; qui sont du troisieme
ordre et qui ne contiennent que les variations des éléments de m; ce sont

v, v, oV 1 0%V 1 0%V} 1 0V,
i Clisa, + T 8a e = 18021 — I8a?+ ~ Oal ..
(27) M < 8 + d i+ d T -+ -+ 9 d‘:‘f 0‘01“'— 2 da? oat d ,l’ ‘ -
OV s va e OV s OV s OV s
0000, 12U Gra, PN T 5 q N Garan; (P

Dans cette expression, ainsi que dans les autres parties de M;3V;, que nous
aurons encore i examiner par la suite, il suffit de prendre pour M,V seulement
les termes du prémiér ordre par-rapport aux masses; puis, ainsi qu’il a été dit
au n° 21, il faudra substituer a la place des 3 les valeurs (24) dans les termes du
second ordre par rapport aux 3; pour ceux du premier ordre, on doit prendre
dans (25) les deux premiéres lignes de dp; et la premiére seulement de 3a;,
3, ..., dc, sauf le premier terme de chacune de ces valeurs. Les termes que
I'on obtient ainsi peuvent étre partagés en cinq catégories, que je désignerai

XVIIL ‘ L.4
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I.26 SUR L’INVARIABILITE
par des notations particulieres; ce sont
AlD) = 0V’fj‘(V’ del fVidt),

B — dv’j‘f(V”dﬁffV dey + ! " Vi

(da,.,da',.w—dv ff(‘;gfdzf_@
(28) ——%Z—ff(dv‘dtffv dt> ()d 0;' <f—dt>(ffV’dc ),
(daydd, day, da}) = 0"’;2 < g;f )( ——dt>

50 [ (g )~ . () )
 (da?, day = é%( %dt)z‘ "V'f<g;‘_’df—dz>

Des trois derniéres de ces combinaisons, on en peut déduire d’autres par de
simples changements de lettres. A I'aide de ces notations, Pexpression (27) peul

8tre écrite sous la forme suivante :

Ly,

(29) + ——it M‘ A +M; <3i\4) B®

13

43 M . dal) ) - (dby, dbl)® <+ (de;, dei)D — (da, das) D — (db), dby) ) —(dc;, de;) 1]

+ M;” [( da,-db,, av;, da}) —+ (da;de,, dc;, daj) + (db;de;, dey, dby) +- (da;db;, db,, da;)
+ (dddc}, de;, da) + (dbidey, de;, dby) — (da;das, dag, dag) — (da;db}, db;, dd})
— (daydc,, de;, day) — (db;day, da;, dby) — (db;db;, db;, dby) — (dbdc;, dey, dby)
— (de;dd, day, de}) — (de; dbl, db,, dey) — (de;dey, de, dey) ]
+ M?[(da}, da}) + (db}, db}) + (dc}, dc) + (dai?, da;) + (db2, db;) + (dc?, de;)]-

25. Je passe aux termes de M;3V; qui sont du troisiéme ordre et dont chacun
ne renferme que des variations relatives 4 une seule des planétes perturbatrices;

ce sont
. ov; ov; 5 av; av; aV;
. a 13 13 l l
(30) M‘(dp p,+0% a’+d 8a+ =7 oz, 8h; +.. .+ —— o Spn—t.-
1 02V} | 62V’ 1 02V 1 *V,
[N - 2P A r2 - 3.2
3 o3 3 da} 4+ 0a? St dp} Bk
L0V} 2*V;
+ W&o,-&z, 30, 0a ,BPJSa +.
V’ v PR v
OV ——*-3a;3a;+ 0 Sa_,ob H *V: g 8o Sak—i—...).

ddb

;-

+ 9z 10 derday
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DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES. I.27
Je fais les substitutions exactement comme au numéro précédent; jadopte

encore les notations

"Vlff(v e [ V,dt),

()V;ff(V'dz S Vyde)+ "; LTV,

S OV ,
(day, da’ ) = f f < da/’dt -——dt)

AV =

B =

|
_9\_f AV "’V'( -
(31) e <djdtffV dt> (5 >ffV ar),
, eV
(da;daj, da;, da}) = 3a; 04, ( lt>< 9, d[>

vy [/ v ov oV,

_%zkmm %)~ 3 <0wm%52@
10, \e vV

\‘\ (da},daj)-—;———< d) < 3512 df >

On peut former d’autres symboles par des changements de lettres dans les -
trois derniers. La quantité (30) prend la forme suivante,:

@) + 2Ny (2

¥
njaj

JEAZER

, j
+31\i§Mi[(d , dd)) D+ (db j, b))+ (dc,-,dc’j)(j)——(da},dqj)<f>—(db},dbj)m—(dc},dcj)m]—*—...
-+ M2?M; [(da,db;, db;, day) -+ (da;de;, dcj, da &) + (db;dc;, dcj, dbj) ~+ (da;db}, db;, da;)
+ (da;dc}, de;, daj)—i—(db'dcj,dc,,dbl)—(dajda],da,,da)—(da]db’ db;,da})
— (da,-dcj,dcj,daj)—(dbjda- da;,db)—(db;db}, db;, dbj)— (db;dc}, dc;, db)
—(dc;dd;, day, dej)—(de;dbj, db; , dey) — (de;dc;, dej, dej)] + ...
+ M;M; [([la2 da}) + (db}, db}) -+ (dc}, dcj) + (dalg, da;) -+ (b, db)) + (dej?, dej) +.. .

26. Occupons -nous des termes de M; BVL, qu1 contlennent en méme temps la
variation d’un élément de la planéte troublée et celle d’'un élément d’une quel-
conque des planétes perturbatrices. Ils constituent la quantité suivante :

)

. *v 0*V; *V; ,
4+ M, ( 8918«1—*__9——[_.8?"'86”4_ m3pi8aj .

J
02V; 2V
Y5,
~+ 0910 8p;8a; + 09/() 0;8a;
AL ' *V; Vs PV >
dald jaa,Sa, 9a,0a ,8a,8a +.t 3 wr 3a; Bal 3 da, 8t 8a; + -+
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T.28 SUR L'INVARIABILITE

Il faut y adjoindre la quantité

+ M, (‘;V”o-ﬂ—%g—f“;—i—qvft?a'%—
l )
LWVeg Vi Ve Vi
de; 1T day 4 oa; 0px )

dans laquelle on remplace 3ess da;, day, ..., dc; par les sommes des termes que
nous n’avons pas encore considérés dans leurs valeurs [formules (25)]; 3,
3o, ... par les troisiemes lignes, et daj, dat;, ..., day, da, ... par les secondes
lignes de leurs valeurs respectives. Je pose

B — 3Ylff(vzjdt2ff‘/r;d[2) dvt ff(\/ de2 ffV’dt
d ’V ,r L),
; av; ; A% oV} av; y
(daj, daj ) = f[<da, de dt) o, f(()a def [V; dt)

A o( [
+ 33 (fth( d,dt>

(day, ddj)) = OV f f @ZJ dee dt)— ‘;V f (‘;Zf dif [V dt>
2, , v
+ g (S Vye) < Tdt)

0V ov ov ov; 2*vV av
(da;da;, da;, da};) == da.0a, ia; < d—a;dt> < E clt) 9 <da~()aj de 3 (lt)

: oV £/ *V oV
‘ ‘ ’ da f(da,da, a oa; dt)

et d’autres notations analogues. L’expression qui nous occupe en ce moment

prendra alors la forme

gLt <3Mf i o Mapg iy )
a, aJ aﬂ

EL
o PV NI (day, dal) D 4 (dby, db)) D~ (de, des) — (daj, da,)® — (db,db )@ — (dej, de;) 1]+

+ ﬂg—ﬂ (e, )+ (s, db5) P+ (s, des) ) — (s, da) P — (b, i) I — (e, dey) ] +
—+ M?I{'I,[(da,-da,, day, da;) + (da;db;, da;, db}) + (da;dcj, da;, dc;) + (db;de;, db}, day)

+ (db;db;, db};, db) + (db;dc;, db}, dc}) + (dc; day, dey, da}) + (de; db, dcj, db))

+ (de;dc;, dcj, dc) + (dd;da;, da, day) + (da;db}, da;, db)) + (da;dc), da;, dc;)

+ (db;da;, db, da;) + (db;db;, db,, db) -+ (db;dc}, db,, de;) + (dc;day, de, day)

+ (dc;db}, de;, db)) + (dc;dc), dey, dej) —(da;daj, da;, da;) — (da;db;, day, db;)

— (da;dc}, da;, dc;) — (db;da;, db;, da;) — (db;db;, db'i, db;) — (dbdc}, db}, dc;)

— (dc;dda;, dc, day) — (de,db), dcs, db;) — (e, dc), dey, de;) — (da;dey, das, day)

— (da;db;, da;, db}) — (da;dc;, da;, dc) — (db; daj, db,, da;) — (db;db;, db;, db) -

— (dbjdc;, db;, dc}) — (dc;day, de;, day) — (de;db;, dey, dby) — (de;dey, dey, dej)]+ ..
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,r': DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES. | T
E: 27. 1l reste enfin & examiner les termes de M;3V,, qui dépendent en-méme
0! temps des variations des éléments de deux quelconques des planétes perturba-
_ o trices. Ces termes proviennent d’abord de la partie
\I( ()‘)V OO L AR ZV-I‘ 8 'aa -+ dZV; S" aa/
-+ d‘ld J n’» 09 pjocr ()dea;; pjoay - ..
d’)‘]” dqv‘/
()9“’ o;, oaj C) 0 opkoa -+
*v: 0°V' Ny
32,9 oa,Say;—+ da,daL oSy, —+
| J daea + 0V, da,. oa’ -
da/d O Ga o, e
et ensuite de
\/[-(-‘22269-—1— Nio s av;\a, ‘ ()V;\ .
lorsqu’on y remplace 3p m daj, da,, ..., 3o, ... par les sommes des termes que
nous n’avons pas encore employés dans leurs valeurs (25). Posons
Y ) /.
B(//”)._. —ff V k(lt“ffV]rdt )
V’ " 2V, 7
- SIS (Vigde [ Vydet) s 25 (L [V i) (S Vi)
aVv; A
() — 21 J 2
- (da,,da, ="t ff<m ar [ & kdt)
5
_d_v—f< / ltffV’dt> —0—V—(ff\” dr )< i dz)
da;, da,
0*V; ov oV
(dejday, day, da}) = da;0a; < 9z, dt) < 9 dt>
ov, v av aV; v ()V
N Mf(dajdakdz da, Zl) daj, f(()aﬂ)a, Zf >
et les combinaisons analogues; alors les termes qu'il nous reste a formuler for-
meront I'expression suivante :
(36) -+ M; 3M 3M’~B Gk % %Bul) + ‘9;Mf ?i}’]}(/d)jL. . >
aj ai aj a/ ai a7 ‘
+ iﬁéw—’ [(daty, dat) ) + (b, b)) - (dey, dey) D — (e, dag) D —(dbl, dby) D — (de)y do) ] +-.e.
J
3\1 MA

MM, a1, B+ (e, dey) 0 — (da, da) k>—(db' dbj) R — (de), de;) ©] +
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1.30 SUR L'INVARIABILITE

(36) —+M,M;My[(da;day, duy, da}) + (da;dby, db), da}) -+ (da;dey, dcy, daj) + (dbjday, da), dbj)

(suite). -+ (db;dby, dby, db}) + (db;dcy, dcy, dby) + (dejdar, day, de) + (de;dby, db), dcj)
-+ (de; dcgy dey, de)) + (dejdal, dag, da;) + (dd;db, dby, da;) + (dajdcy, deg, daj)

+ (dbjda}, day, db)) + (db;db, dby, db)) + (dbjde), dey, dby) + (dejda, day, dey)

~+ (dcdbly, dby, dc;) + (de; dcy, deg, dey) — (da;day, dag, daj) — (da;dby, dby, daj)

— (daydcy, dey, daj) — (db; da), day, de) (db;db), dby, dbj) — (db;dcy, deg, db’)

— (dc;day, day, dc}) — (de; db), dby, dcj) — (dc;dcy, deg, dej) — (da iday,dal, rlaj)

— (da}dby, db), da;) — (dajdey, dey, da;) — (dbjday, da), db;) — (db}dby, db;, dbj)

— (de )

dbjdcy, dc,, db;) — (dc’ day, day, de;) — (dcdby, dby, de;) — (dcjdey, dey, dej)] =+ ...

L’expression compléte de M3V se compose de la somme des quantités (26),
(29), (32), (34) et (36). Nous avons vu que la premiére ne renferme pas de
 termes séculaires du troisieme ordre; les quatre autres sont des fonctions ‘1i-
néaires d’'un certain nombre de quantités, qui peuvent se réduire aux dix-sept
types compris dans les formules (28), (31), (33), (35). Or ces derniéres quan-
tités se raménent elles-mémes 4 huit formes seulement de la maniére suivante.

28. Je désigne par P, Q, R trois fonctions qui, comme V, peuvent se déve-
lopper en séries convergentes de termes procédant suivant les sinus ou les
cosinus d’arcs proportionnels au temps, tels que {, et je pose, comme pour V,

o P PP, @P_ . @P
o =T 5, =P Gy =P G =T oy =P

et de méme pour Q et R.

Examinons successivement les diverses quantités A® BA,
- On a d’abord B
' SS(Vide fVide)y =4 [ (S Vidtyde;

donc
A =1 5)—‘01 (S Videydt;
et, si 'on pose
P = Vidt,-

on a '

) dpP;

iy — 1 i 2
(a) A’_Zdtdet

AV se rameéne exactement 4 la méme forme en posant

P :IV}dl.

P
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DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES. [.3s
Pour transformer B@, je prends

P=/ Vide,

d’ou .
WV, @P; @V &P},
dp;  det’ gpF T A’
alors ‘
. A*P; 1 AP
b B — i 2 I p2
(&) dt-/f(dﬁpdt> s o

Pour BY, on aura aussi

&P, 9V: _ dP; @V &P
TE Op;,  dee’ opr — dee”’

) azp: 2P 1 2P
(J) — . ¢ hadlial' 4 if
() B = de /f( de? Pde > drt pe.

B se transforme d’une maniére analogue en posant

P=//Vidtt, V,=-

PSS Vide, Q=[[Vde,

d’ou '
oV, &P

O, i

v _ PP &0 RV, _dPy Qi
T T Tde 09,00, A2 T det

d’ou il suit
_ ; ., PQ; & Q
() in = L8 ff 2 e+~ T8 f 2 ipar T po;

mais il faut faire attention & la forme particuliére que doivent avoir les quan-
tités P et Q dans B, Supposons que I'on réduise en un seul tous les termes
de V qui dépendent d’'un méme argument { = «/; + £/;, et prenons

" V=Gsin(Y+ v);
on en tire
Vi=Gacos(y+w), V;=GBcos(y+ w),

et, par conséquent,

J— ! 2 — __.__.___——G w
P=sfVdt= ek B cos (¥ + w),
Q=/[Vide= 8 cos(y+w).

T (an -+ Bry)?

On voit que, si P contient un terme tel que G« cos({ + ©), Q doit contenir le
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1.32 SUR L’INVARIABILITE

terme GPcos( + w); de plus, tous les termes de P contiennent p; et tous ceux

“de Q, p;.

On raméne BY# & une forme analogue 4 (), (c), (d), en posant
P=/fV;de, Q= [[V,de,
d’out

oV, daP; dV; d*Q; . APy d?Qj 3V,  dPy  d*Qj;

0o, der’ Opp A’ T Tde T Tde 9p,00,  de T det

ce qui donne
() - Buw=2LE ffddQJth - L0 ffdzP’”Pdt" Yirpq.

On verra encore que, si P contient le terme G cos(y + ), Q contiendra
Gy cos({ + o), et que tous les termes de P dépendent de p; et ceux de Q de .
L’expression (da;, da; )" se transforme en posant

— v _Vi p_ [9V .
P__['fV,-dtZ, Q—(—)(Z—L, R= 0a,idl,

on a alors

a2 p
de

d I

() (day, da) ) = ‘/'f_fQBdtﬁ ‘fQPclt+0}PR.

C’est encore a la forme (/) que I'on rameéne les quantités suivantes :

N
(da,, dd)), en posant P=[[Vide, Q=9Y4, R:f% dt;
_ i

daj

(de;, da})¥, en posant P:fj Vide, Q:%, R:f%dt

daj
(das, da}), en posant P=[[Vida, Q= ‘Z_ZJ;, R= SV dt;

(daw, day), en posant P = [ fV;de, Q—Q, R fda
. . o k

ddk

Si I'on prend

ov A% 2V
p= [ Q=[Td R=g5m
on aura
(&) (da;da;, da;, do}) =PQR; — %fQRdt— a;%ifPRdt.
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DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES. I.33

Pour donner cette forme aussi aux expressions (da, da,, da;, da)),
(da; da;, da;, da), (da; da;, da,, da)), il suffira de poser respectivement

r

_[aV [V v
P= de, dt, Q - 07‘,, dt, R= '——‘—‘daj da}-’
_[oV _ oV _ v
P - d—(,l; dt, Q — ﬁ,} dt, }_{ - d——‘*“ai ddl b
__ [V Al _0*V
P g d—a;-dt’ ‘ Q - Edt’ R —_— daj d"a—k"
Enfin on prendra
oV v
P = 'azl‘idt, R — W,
et alors on aura la forme
2 ! 1 I dP;'
(/l) (da,,-,dai):é—Pzﬂi—— E—fPRdt,

a laquelle on raménera’ aussi (de;, dd), en posant

[V 9V

P— d—a?]dt’ R:da‘?-

Ce qui nous reste a faire maintenant, ¢’est de démontrer que les huit formes
(a),(b), ..., (h) ne sont composées que de termes périodiques; mais, comme (h)
se déduit de (g) en y faisant P = Q, il suffit de nous occuper seulement des sept
premiéres.

Je supposerai que, dans les séries qui représentent P, Q, R, on ait réuni en un’
seul tous les termes qui dépendent d’'un méme argument ¢, et je poserai, pour

abréger |'écriture, :
' b+ ¥+ Y+ ot o' =u.

29. Forme A®. — Prenons dans le développement de P les trois termes sui-

vants : v
P =Gcos(}+ w)+ G cos (¢ + o) + G cos (§"+ o");

on sait que G, G/, G, o, v, o sont des constantes qui ne renferment pas ¢;,

H ., et

e
b=al+Bl, Y=dl+pBl, V=dol+ L.

On tire de 1A

%

‘%:——Ga(dni—i—ﬁnj)cos(qa—i—w) .
— Gl (o' ny =+ B'n;) cos (§'+ o) — G'a'(« n; -+ B””fjj cos (V4 ')’
XVIII. 1.5
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_Avec ces valeurs, je forme |'expression (@) de A® et je réunis tous les termes qui

dépendent de sinu; ce sont

G_ GI Gll
&

a(an; +Bn;)
(& + oy s + (pl_‘_ p//)nj
N a(a'n;+ B ;) . a’(2" n;+ B"n;) .
(a+a)n; +(B+8Yn;  (a+a)n; -+ (B+ §)ay |

sinu X[

1l suffit de considérer ce seul terme, car tous les autres qui résultent de la va-
leur précédente de P peuvent s'en déduire, en y supposant égales entre elles
quelques-unes des constantes G, G', G”; «, o/, &”; £, #, 8, ou bien en changeant

- leurs signes. Or, pour que ce terme donne lieu 4 une inégalité séculaire, il faut

que u soit indépendant du temps, c’est-a-dire que I'on ait

(37) (a+a+a"Yn;+ (B+ B +B")n; =o.

Mais, dans la nature, les quantités n;, n; sont toujours incommensurables entre
‘ [ J

elles; et, comme «, o', a”, 8, §’, " sont des nombres entiers, cette équation se

décompose en deux autres :

(38) ca+d+a"'=o0, B+pP +B =o,

rn

et, dans ce cas, le coefficient qui multiplie — GG;G sinu devient

— ¢ —a —a"=o,

Les termes constants de A® sont donc nuls.

Dans ce calcul, jai pris des termes de P qui dépendent des longitudes
moyennes des deux mémes planétes; mais il conduit au méme résultat si les
trois termes considérés de P renferment des longitudes moyennes relatives &
des planétes différentes; seulement, dans ce cas, 'équation (37) se décompose-
rait en un nombre d’équations secondaires égal 4 celui des planétes dont les
moyens mouvements y figurent. A '

On peut remarquer que A” contientaussi des termes de la forme Az cos({ + w);
tel est, par exemple, .

G3
—7 a(an;—+Bn;)tcos(¥+ o).

30. Forme B®. — La méme valeur de P donne encore

2 P,
Cilti)l‘: Ga (an;+ Bnr;)2sin (Y + v)

_‘-__G’a/ (d,ﬂi—-i—ﬁ’ﬂj)zsin(ql’—i—-w’)—l—(}”d” (a”’lf+p”’l’f)2 Sin(q’ll—"‘w”),
2P
PTe — Gt (am, + By cos (Y -+ w)

+ G a2 (2 n; + B'n;) cos (Y + o) + G"a"2(a" n; + B n;)? cos (V' + w).

;o
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Le terme en cosu de B®, que je considére seul, est alors

GG'G’ oS X (a(an;+ Bn; )2 (¢ ny =+ B 7))+ o' (0" 0y +- B ny)?]
4 [(a'~+ ")y + (B4 B")
' o (alny 4+ B'n, ) [ (o' ny+ B7 ;) + aan; + Bn;)t]
[(a—+ o)+ (B + B") ]
o (a'n; 4 B'n;) [a(an; + Bny)? + o' (e s + B'ny)?]
[(@=+o)n;+ (B =+ §')n,°
+a(an; + Bn;)2+ o' (e ng+ B ny)2 a2 (2 ny - BV 0y)0

Or les conditions (38)', nécessaires et suffisantes pour que ce terme soit indé-
pendant du temps, réduisent le coefficient entre crochets

[e(an; + Bn;)? 4o (2 n; 4 B'r;)* + a'(a" g+ 8" 0y )} (e 4 & "),

quantité nulle, 4 cause de o + o'+ o’ = 0; donc B®, pas plus que A“, ne donne
des termes séculaires.

31. Forme BY), — Un caleul analogue au précédent montrera que le terme

en cosu de BY) est

GGG a(on -+ By [B(o pi - Bry) - B )]
e [+ )+ (B + &), T
a' (o n; <+ B’y [Ban; + Bny)*+B'(a ni 4 B ny)?]
[(a+o") i+ (B +B")n; 2
o' (a" ny; 4+ p//‘nj)‘z[p(ani —+ pnjﬁ_,_ ?»’(“"ni+ @/nj)a]
[+ )n + (B + BT

+ af(an; + ﬁnj)’—i—a'p’(a’ni—{— B'n;)2+o B"(a" n; +- ﬁ”n,-)ﬂl ,

et le coefficient entre crochets devient, par les relations (38),
[B(an; + Br;)t+ B/(a ny -+ B'ny)? + B'(a" ny 4+ B ny)* ] (2 —+ a'+d") =o.

32. Forme BY, — Puisque chaque terme de P doit contenir p; et chaque
terme de Q, p;, et comme P et Q doivent étre formés respectivement de termes
tels que Gacos({ + ) et Gfcos(§ + ), je pose

P:GGCOS(LP—I—(:))-l-—G/a'COS('J_J’-I—w’)—i—G”Q!” cos(q,!/_{_wll),
Q =GB cos (Y + w) + G' B cos (Y + ') + G"B" cos (" + v”),

Y =al;+ Bl;, t};’:a’l,«f Bl V=ao"l;+ "L
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La démonstration qui va suivre pourra s’étendre aussi aux termes de P et Q
qui dépendent des longitudes moyennes des autres planétes.

On a
2P, 2 ().
";gf = -__ddt?l =Gaf (an;+ Bn;)*sin (Y + o)+ G'o'B (o n;+ f'r;)?sin (V' + o)
. - [}
. B + G!/ (l” B”(all ’li _]__ pll nJ )2 Siﬂ (!Pll_l_ (.U”)’ °
P,
ajit[:l =Ga? (an;+ Bnr;)?sin (¢ + o) + G'a’? (' n; + §'n;)?sin (V' + o)
4 + Glla'll2(1//,li + pl/nj)2 Sin(ql”—l— U.)”), N N
aQ;

=L = Ga2B(xn; + Bn;)? cos(Y + ) -+ G'a’2B/(d n; + ' r;)? cos (Y + o)
+ G”“”gpﬂ(a”’li—'— pl/nj)ﬂ COS(¢”+ u)ll).

di

Sil'on forme I'expression (d), on verra que le terme de B#%), qui contient cosu,
est )
BB a2 (2 + By ) [0/ s+ By ) o (o g - By )]

[(2'+a"yn; (B + B")n;]?

B2 (o i+ 8y [#(w - By ) 4 o 4 §7n)?]
[(x+ )i+ (B+ PO

Bp'a"2 (2" n; + B0y )2 a(an; + B2+ ol(a ng -+ B ny)?]
[(2—+ o)+ (B + ') ;P

AR (o B [ )2 B g+ By
[« + ")+ (F+ )T

N aa”a’B"(d’ni—l—B’nj}g[ﬁ(ani+ﬁnj)2+ﬁ”(a’/n,-—l—B”n,-)g]
[(a—4o")n;+ (B + B") n)]? ‘
“ulallpl/(.aﬂni_'_pllnj)ﬂ[p(ani+gnj)2+ pl(alni_}_plnj)ﬂ]
[(a+a")n;+ (B +B)n; P ,
+a?B(an; + Bry)? (o B+ o' f) + o2 B/ (a n; + B ;)2 (2B 4 2’ B)

GGG

COSie X

+

=

a2« 4B ny)2(af - 2'B8) ;.

N rQr

4

cosu &

Les conditions (38) réduisent le coefficient de

[of (o BT a"B7) (2 + Bry)? 4+ &/ B (2" B+ of) (¢ 1y + B/ )
+ B (@ B+ af’) (a"n; + B'0;)?] (% + o +a") =0,

et, par conséquent, B%) ne renfermera pas de terme indépendant du temps.
33. Forme BUY, — Soient

Y=ali+Bl, V=alityls, V=04+1L
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D’aprés ce qui a-été dit au n° 28, a chaque terme tel que G”f"cos({'+ ")
de P correspond un terme G"y”cos({”+ «”) de Q; de plus, tous les termes de P
dépendent de g; et tous ceux de Q de g;. Pour notre démonstration, il suffit de
considérer les termes suivants : -

P =Gp cos(¥ + o)+ G"8" cos('+ w"),
Q =Gy cos(¥'+ ') + G"¢" cos (V' + "),
d’ot1 on tire

2P
ddl} = Gaf (xn; + Bny)?sin (Y + w),

A
d{;gi:G,“’Y,(“lni+”{”‘1k)2 Sin(q/lvl—m’),
dﬂP’k___sz./i___ Wi Qr " ‘2 : 17 ”
o = ap = G"§"y"(B" n; + " np)? sin (V' + o).

On a aussi
P;k = 0,

car chaque terme de P ne dépend en méme temps que des moyens mouvements
de deux planétes, dont I'une est toujours m;. D’aprés cela, 'expression de B
sera formeée de termes tels que

3

GGIG” ol (R " 2 &(lni—k ﬁllj)z
—/l gp Yy (g n'.l+Y nk) [oc’ni—i—p”llj—i‘ (Yl_i—\{”)nk‘]a
’ & (o ny 4y ng)? { .
MR CER DT S R

—-

et, pour que le temps disparaisse, il faut avoir
(e +-ayn 4 (B+B")ny + (v + ") i =o.

Or, dans la nature, les moyens mouvements des planétes ne remplissent jamais
cette condition, si ce n’est lorsqu’on a simultanément '

et =0, f+f'=0, y+7y'=0;

. - G_ GI (‘ " .
mais, dans ce cas, le coefficient de A " cosu devient

il 1 BBYY' ¥ (8" ry ¥ )t (2 =+ ),
et 1l est nul.

3%. Forme (da;, da;)®. — Soient encore

b=ali+ 8L, Y=d b+l V=410,
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et prenons dans chacune des fonctions P, Q, R un terme dépendant des moyens

mouvements des deux mémes planétes

P=Gcos(V+w), Q=G cos(¢'+0v'), R=G"cos({+ v");

d'olt \
d2P; 2gin (b 4 i I G sin (¢ o)
77 = Ga(an; + Bn;)?sin(¢ +v), Q;=—G o sin(y + '),
dTI:f =—G"d"(a" n; + §"n;) cos (V' +w”).

Le terme en sinu de (da;, da;)® est

GG'G" sinw x a(an;+ Br;)? . a’(a" n; + B ny)

4 (@) n;+ (F+ )2 (a+o)yn+ (B+F)n; e

et, quand il est indépendant du temps, il se réduit a

B GG/G/[
4

sin(w -+ w' 4 w”) X (¢ -+ &'+ a”) = o.

1l est facile de voir que (da;, da;)® renferme aussi des termes de la forme

. Atcos(d+ o) + Bt cos(d + o).

35. Forme (da.da;, da;, da;). — Je prends encore

4

P=Gceos(¢+w), Q=G"cos(¢y+w'), R=G"cos(y'+ "),
ce qui donne

dap;

dQ;
dt dt

=— Ga{an;+ fnr;)cos(y+ w), =—G'a(a'n;+ f'n;)cos (Y + v,
R;=— G"a" sin (¢"+ w").

I’expression (g) sera formée de termes tels que

GG'G" [ afan; + Bnj) - a(a'ny 4 fry) ar/]
4 )

T T B T G (B
qui, loréqu'on leur applique les conditions (38 ), prennent la forme

_ GGI G//
4

(¢ o' +a")sin(w + o'+ w’);

or cette quantité est nulle.

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics ¢ Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1885AnPar..18I...1H

DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIBES. 1.39

En dehors des termes simplement périodiques, on trouve aussi, dans
(da;da;, da;, da;), des termes de la forme Az cos({ + o).

36. 1l est facile de s’assurer que les démonstrations exposées dans les
n° 29, 30, ..., 35 sont tout 4 fait générales; par conséquent, M;3V; ne contient
pas des termes constants du troisiéme ordre par rapport aux masses. Il résulte
de 1a que le terme séculaire (20) ne peut pas se réduire avec d’autres, et, par
suite, le demi-grand axe est soumis & des inégalités séculaires du troisieme
ordre. ' '

Il est inutile de pousser plus loin I'approximation pour voir ce qui arrive &
I’égard des termes du quatriéme, du cinquieme, ... ordre. En effet, I'existence
de termes de la forme A, B¢ cos({ + w), Ct2 cos({ + w) parmi ceux du deuxiéme
et du troisiéme ordre permet d’admettre d’une maniére presque certaine que,
parmi les termes d’un ordre supérieur au troisitme, on en doit trouver de sécu-
laires. L’invariabilité des grands axes n’existe donc que pour la premiére et la
seconde puissance des masses.
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